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Resumo
Neste trabalho sa˜o provados teoremas do tipo Banach-Stone para diversas a´lgebras topolo´gicas de func¸o˜es
holomorfas em espac¸os de dimensa˜o infinita. Mais especificamente, se E e F sa˜o espac¸os de Fre´chet, onde
um deles e´ separa´vel e tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada e U ⊂ E, V ⊂ F sa˜o domı´nios de
holomorfia conexos, provamos que os domı´nios U e V sa˜o biholomorficamente equivalentes se e somente se
as a´lgebras (H(U), τ) e (H(V ), τ) sa˜o topologicamente isomorfas, para τ = τ0, τω ou τδ. Sa˜o apresentados
dois exemplos: um onde o teorema falha se apenas um dos abertos e´ um domı´nio de holomorfia, e outro
onde os resultados na˜o sa˜o va´lidos se um dos espac¸os na˜o e´ um espac¸o de Fre´chet. Tambe´m sa˜o apresentados
resultados similares para a´lgebras de func¸o˜es holomorfas de tipo limitado. Com efeito, se E e F sa˜o espac¸os
de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson, e U ⊂ E, V ⊂ F sa˜o abertos convexos e equilibrados, enta˜o
existe um tipo especial de aplicac¸a˜o biholomorfa entre U e V se e somente se as a´lgebras de Fre´chet Hb(U)
e Hb(V ) sa˜o topologicamente isomorfas. Finalmente sa˜o demonstrados teoremas ana´logos para a´lgebras
topolo´gicas de germes holomorfos, a saber: se E e F sa˜o espac¸os de Banach do tipo Tsirelson-James, K ⊂ E
e L ⊂ F sa˜o subconjuntos compactos convexos e equilibrados, enta˜o existe uma aplicac¸a˜o biholomorfa de
uma vizinhanc¸a aberta deK sobre uma vizinhanc¸a aberta de L, que leva K em L, se e somente se as a´lgebras
H(K) e H(L) sa˜o topologicamente isomorfas.
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Abstract
We derive Banach-Stone theorems for several topological algebras of holomorphic functions on infinite
dimensional spaces. To be more specific, if E and F are Fre´chet spaces, one of them separable with the
bounded approximation property and U ⊂ E, V ⊂ F are connected domains of holomorphy, we prove that U
and V are biholomorphically equivalent if and only if the algebras (H(U), τ) and (H(V ), τ) are topologically
isomorphic, for τ = τ0, τω or τδ. We present two examples: one in which the theorem fails if only one of
the open subsets is a domain of holomorphy, and another one in which the results are not valid if one of
the spaces is not a Fre´chet space. We also present similar results for algebras of holomorphic functions of
bounded type. In fact, if E and F are reflexive Banach spaces, one of them a Tsirelson-like space, and
U ⊂ E, V ⊂ F are absolutely convex open subsets, then there exists a suitable biholomorphic mapping
between U and V if and only if the Fre´chet algebras Hb(U) and Hb(V ) are topologically isomorphic. Finally
we give analogous theorems for topological algebras of germs of holomorphic functions as follows: if E and
F are Tsirelson-James-like spaces, K ⊂ E and L ⊂ F are absolutely convex compact subsets, then there
exists a biholomorphic mapping from an open neighborhood of K onto an open neighborhood of L, which





1.1 Notac¸a˜o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Preliminares sobre espac¸os de Banach e espac¸os
localmente convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 Preliminares sobre polinoˆmios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4 Preliminares sobre func¸o˜es holomorfas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5 Preliminares sobre germes de func¸o˜es holomorfas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2 Func¸o˜es holomorfas em espac¸os localmente convexos 22
2.1 Operadores de composic¸a˜o entre a´lgebras de func¸o˜es holomorfas . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Func¸o˜es holomorfas em domı´nios absolutamente
convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3 Func¸o˜es holomorfas em domı´nios polinomialmente
convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.4 Func¸o˜es holomorfas em domı´nios pseudoconvexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3 Func¸o˜es holomorfas de tipo limitado em espac¸os de Banach 46
3.1 Operadores de composic¸a˜o entre a´lgebras de func¸o˜es holomorfas de tipo limitado . . . 47
viii
3.2 Func¸o˜es holomorfas de tipo limitado em domı´nios
absolutamente convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4 Germes de func¸o˜es holomorfas em espac¸os de Banach 56
4.1 Germes de func¸o˜es holomorfas em espac¸os do tipo
Tsirelson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2 Germes de func¸o˜es holomorfas em espac¸os do tipo




Em 1932, S. Banach provou em [6] que dois espac¸os me´tricos compactos X e Y sa˜o homeomorfos se
e somente se as a´lgebras de Banach C(X) e C(Y ) sa˜o isometricamente isomorfas. M. H. Stone, em
1937, generalizou em [65] este resultado para espac¸os topolo´gicos Hausdorff compactos arbitra´rios,
resultado que ficou enta˜o conhecido como Teorema de Banach-Stone.
Neste trabalho apresentamos resultados similares para diversas a´lgebras topolo´gicas de func¸o˜es
holomorfas. Mais especificamente, sejam E e F espac¸os localmente convexos; U ⊆ E e V ⊆ F
subconjuntos abertos. Consideremos H(U) a a´lgebra de todas as func¸o˜es holomorfas f : U −→ C,
e da mesma forma H(V ), e dotemos H(U) e H(V ) de uma de suas topologias naturais τ = τ0, τω
ou τδ. Nesta tese provamos, sob certas condic¸o˜es em E, F , U e V , que os abertos U e V sa˜o
biholomorficamente equivalentes (isto e´, existe uma aplicac¸a˜o bijetiva e holomorfa entre U e V cuja
inversa e´ holomorfa) se e somente se as a´lgebras (H(U), τ) e (H(V ), τ) sa˜o topologicamente isomorfas.
A seguir explicamos com mais detalhe o que e´ apresentado em cada cap´ıtulo deste texto.
No Cap´ıtulo 1 apresentamos alguns resultados em espac¸os de Banach e espac¸os localmente con-
vexos, polinoˆmios, func¸o˜es holomorfas e germes de func¸o˜es holomorfas, que sera˜o necessa´rios para os
resultados principais desta tese.
No Cap´ıtulo 2, Sec¸a˜o 2.2, provamos que se E e F sa˜o espac¸os de Fre´chet, um deles com a pro-
priedade da aproximac¸a˜o, e U e V sa˜o convexos e equilibrados, enta˜o U e V sa˜o biholomorficamente
equivalentes se e somente se (H(U), τ) e (H(V ), τ) sa˜o a´lgebras topologicamente isomorfas, para
τ = τ0 ou τω. Se E ou F e´ separa´vel e tem a propriedade da aproximac¸a˜o, temos o mesmo resultado
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para a topologia τδ. Apresentamos nesta sec¸a˜o um exemplo onde o teorema principal falha, quando
um dos espac¸os em questa˜o na˜o e´ um espac¸o de Fre´chet.
Na Sec¸a˜o 2.3, apresentamos resultados similares para abertos polinomialmente convexos. Para
τ = τ0 e τω o resultado e´ va´lido para abertos polinomialmente convexos em espac¸os de Fre´chet, um
deles com a propriedade da aproximac¸a˜o. Para a topologia τδ, um dos espac¸os E ou F precisa ser
separa´vel e ter a propriedade da aproximac¸a˜o limitada, e os abertos U e V teˆm que ser conexos e
polinomialmente convexos.
Na Sec¸a˜o 2.4, apresentamos resultados similares para domı´nios de holomorfia. Mais especifica-
mente, se E e F sa˜o espac¸os de Fre´chet, um deles separa´vel com a propriedade da aproximac¸a˜o
limitada, e U e V sa˜o domı´nios de holomorfia conexos, enta˜o U e V sa˜o biholomorficamente equiv-
alentes se e so´ se (H(U), τ) e (H(V ), τ) sa˜o a´lgebras topologicamente isomorfas, para τ = τ0, τω e
τδ.
Nesta sec¸a˜o mostramos que a hipo´tese dos abertos serem domı´nios de holomorfia na˜o pode ser
omitida. Mais especificamente, demonstramos que em qualquer espac¸o de Banach e´ poss´ıvel construir
dois abertos U e V , sendo que um deles na˜o e´ um domı´nio de holomorfia, tal que as a´lgebras (H(U), τ)
e (H(V ), τ) sa˜o topologicamente isomorfas para τ = τ0, τω e τδ, mas U e V na˜o sa˜o biholomorficamente
equivalentes.
O Cap´ıtulo 3 esta´ dedicado ao estudo das a´lgebras de func¸o˜es holomorfas de tipo limitado.
Comec¸amos apresentando na Sec¸a˜o 3.1 uma caracterizac¸a˜o de quais aplicac¸o˜es holomorfas ϕ : V −→
U definem um operador de composic¸a˜o entre as a´lgebras Hb(U) e Hb(V ). Utilizando esse resultado
obtemos um teorema do tipo Banach-Stone para tais a´lgebras. Mais especificamente, provamos que
se E e F sa˜o espac¸os de Banach reflexivos, um deles um espac¸o de Tsirelson, e U ⊆ E e V ⊆ F sa˜o
subconjuntos abertos convexos e equilibrados, enta˜o existe um tipo especial de aplicac¸a˜o biholomorfa
entre U e V se e somente se as a´lgebras Hb(U) e Hb(V ) sa˜o topologicamente isomorfas. Ainda nesta
sec¸a˜o apresentamos um interessante corola´rio de extensa˜o, onde provamos sob as mesmas hipo´teses,
que um isomorfismo topolo´gico entre Hb(U) e Hb(V ) estende-se a um isomorfismo topolo´gico entre
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(H(U), τ) e (H(V ), τ), para τ = τ0, τω ou τδ.
No u´ltimo cap´ıtulo desta tese, Cap´ıtulo 4, apresentamos teoremas de Banach-Stone para a´lgebras
de germes holomorfos. Na Sec¸a˜o 4.1 provamos que se K e L sa˜o subconjuntos compactos, convexos
e equilibrados em espac¸os de Tsirelson, enta˜o K e L sa˜o biholomorficamente equivalentes (ou seja,
existe uma aplicac¸a˜o biholomorfa entre uma vizinhanc¸a de K sobre uma vizinhanc¸a de L, que leva K
em L) se e somente se H(K) e H(L) sa˜o a´lgebras topologicamente isomorfas. Obtemos ainda nesta
sec¸a˜o um resultado mais forte em dimensa˜o finita para subconjuntos compactos que sa˜o Oka-Weil
compactos e conexos.
Na Sec¸a˜o 4.2, provamos um resultado similar quandoK ⊂ E e L ⊂ F sa˜o subconjuntos compactos
convexos e equilibrados em espac¸os de Tsirelson-James. As te´cnicas de demonstrac¸a˜o nas duas sec¸o˜es
sa˜o bastantes diferentes, uma vez que o espac¸o de Tsirelson e´ reflexivo, o que simplifica bastante as
demonstrac¸o˜es. Terminamos o cap´ıtulo com algumas investigac¸o˜es acerca das relac¸o˜es entre a a´lgebra
de germes de func¸o˜es holomorfas em subconjuntos abertos de um espac¸o de Banach E que conte´m
um compacto K ⊂ E; e a a´lgebra de germes de func¸o˜es holomorfas em abertos de E ′′ que conte´m o
mesmo compacto K.
Diversos teoremas do tipo Banach-Stone teˆm sido obtidos recentemente por va´rios autores. En-
contramos teoremas do tipo Banach-Stone em [16] para diversas a´lgebras de func¸o˜es holomorfas. Em
[14] sa˜o apresentados teoremas do tipo Banach-Stone para espac¸os de polinoˆmios homogeˆneos. Para
a´lgebras de func¸o˜es R-diferencia´veis citamos [31, 32]. Com relac¸a˜o a a´lgebras de germes holomorfos,
citamos o trabalho [59], feito somente para dimensa˜o finita.





A mente que se abre a uma nova ide´ia, jamais voltara´ ao seu tamanho original. (Albert Einstein)
1.1 Notac¸a˜o
Utilizamos a seguinte notac¸a˜o:
N o conjunto dos nu´meros naturais
R o corpo dos nu´meros reais
C o corpo dos nu´meros complexos
E,F espac¸os de Banach ou espac¸os localmente convexos Hausdorff sobre C
En o produto E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
n−vezes
xn a n-upla (x, · · · , x︸ ︷︷ ︸
n−vezes
)
cs(E) o conjunto das seminormas cont´ınuas em E
L(E;F ) o espac¸o das aplicac¸o˜es lineares e cont´ınuas de E em F
E ′ L(E;C)
J : E −→ E ′′ a inclusa˜o canoˆnica de E em E ′′
Lf (E;F ) o espac¸o de todos os elementos de L(E;F ) que teˆm posto finito
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P(mE;F ) o espac¸o de todos os polinoˆmios m-homogeˆneos cont´ınuos de E em F
Pf (mE;F ) o espac¸o de todos os polinoˆmios m-homogeˆneos de tipo finito
cont´ınuos de E em F
P(E;F ) o espac¸o de todos os polinoˆmios cont´ınuos de E em F
P(mE) P(mE;C)
Pf (mE) Pf (mE;C)
P(E) P(E;C)
BE(x, r) a bola aberta em E com centro em x e raio r
BE(x, r) a bola fechada em E com centro em x e raio r
U um subconjunto aberto na˜o vazio de E
dU(x) a distaˆncia de x ∈ U a` fronteira de U
dU(A) a distaˆncia de A ⊆ U a` fronteira de U
co(A) a envolto´ria convexa e fechada de A ⊆ E
H(U ;F ) o espac¸o das aplicac¸o˜es holomorfas de U em F
H(U) H(U ;C)
<f a parte real de f ∈ H(U)
=f a parte imagina´ria de f ∈ H(U)
Hb(U ;F ) o espac¸o das aplicac¸o˜es holomorfas de tipo limitado de U em F
Hb(U) Hb(U ;C)
H∞(U ;F ) o espac¸o das aplicac¸o˜es holomorfas de U em F que sa˜o limitadas em U
H∞(U) H∞(U ;C)
Hwu(U ;F ) o espac¸o das aplicac¸o˜es holomorfas de U em F que sa˜o w-uniformemente
cont´ınuas nos subconjuntos U -limitados
Hwu(U) Hwu(U ;C)
K um subconjunto compacto de E
H(K;F ) o espac¸o dos germes holomorfos em K com valores em F
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H(K) H(K;C)
Ps(U) o espac¸o das func¸o˜es plurisubharmoˆnicas em U
Psc(U) o espac¸o das func¸o˜es plurisubharmoˆnicas e cont´ınuas em U
F uma famı´lia de func¸o˜es de U em C
ÂF o conjunto {x ∈ U : |f(x)| ≤ supA |f |, para toda f ∈ F}
1.2 Preliminares sobre espac¸os de Banach e espac¸os
localmente convexos
Todos os espac¸os localmente convexos em questa˜o sa˜o Hausdorff.
Seja E um espac¸o localmente convexo. Denotamos por w a topologia fraca em E, σ(E,E ′). Por
w∗ entendemos a topologia fraca estrela em E ′, σ(E ′, E). Seja F um espac¸o localmente convexo
tal que (E,F ) e´ um sistema dual. Enta˜o σ(E,F ) denota a topologia fraca em E com respeito a`
dualidade (E,F ). A topologia de Mackey em E e´ a topologia da convergeˆncia uniforme sobre os
subconjuntos convexos, equilibrados e σ(F,E)-compactos de F . A topologia de Mackey em E sera´
denotada por τ(E,F ).
Teorema 1.2.1 (Teorema de Mackey-Arens, [39], 3-§5, Proposic¸a˜o 4). Sejam (E,F ) um
sistema dual e τ uma topologia localmente convexa em E. Enta˜o as seguintes condic¸o˜es sa˜o equiva-
lentes.
(1) σ(E,F ) ≤ τ ≤ τ(E,F ).
(2) (E, τ)′ = F.
Dizemos que uma famı´lia F ⊆ L(E;F ) e´ equicont´ınua se para cada ε > 0 e p ∈ cs(E) existe uma
vizinhanc¸a V de zero em E tal que
p(T (x)) ≤ ε, para todos x ∈ V, T ∈ F .
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Definic¸o˜es 1.2.2 ([25], Definic¸a˜o 2.7). Seja E um espac¸o localmente convexo.
(1) Dizemos que E tem a propriedade de aproximac¸a˜o se para cada subconjunto compacto K de
E, p ∈ cs(E) e ε > 0, existe um operador de posto finito T = Tε,K ∈ Lf (E;E) tal que
p(T (x)− x) ≤ ε, para todo x ∈ K.
(2) Dizemos que E tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada se a famı´lia
{Tε,K : ε > 0 e K e´ um subconjunto compacto de E}
obtida no item (1) pode ser tomada equicont´ınua.
Proposic¸a˜o 1.2.3. Se E e´ um espac¸o localmente convexo com a propriedade de aproximac¸a˜o (limi-
tada), enta˜o todo subespac¸o complementado de E tem a propriedade de aproximac¸a˜o (limitada).
Demonstrac¸a˜o: Iremos demonstrar a proposic¸a˜o para a propriedade de aproximac¸a˜o, e obser-
vamos que para a propriedade de aproximac¸a˜o limitada os argumentos sa˜o similares.
Sejam N um subespac¸o complementado de E e P : E −→ N uma projec¸a˜o cont´ınua tal que
P (x) = x, para todo x ∈ N . Sejam K ⊂ N um subconjunto compacto, q ∈ cs(N) e ε > 0. E´ claro
que q ◦P e´ um elemento de cs(E), e como E tem a propriedade de aproximac¸a˜o, existe um operador
de posto finito T : E −→ E tal que
(q ◦ P )(T (x)− x) ≤ ε, para todo x ∈ K
Como T e´ de posto finito, temos que o operador S = P ◦ T |N : N −→ N tambe´m e´ de posto finito.
Logo para todo x ∈ K segue que
q(S(x)− x) = q(P ◦ T (x)− P (x)) = q(P (T (x)− x)) = q ◦ P (T (x)− x) ≤ ε,
e assim N tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
A seguinte definic¸a˜o sera´ utilizada no Cap´ıtulo 2.
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Definic¸a˜o 1.2.4 ([47], Definic¸a˜o 1.1). Sejam E um espac¸o vetorial, (Eα)α∈A uma famı´lia de
espac¸os localmente convexos e piα : E −→ Eα uma aplicac¸a˜o de E em Eα, para todo α ∈ A.
Chamamos de topologia projetiva em E com relac¸a˜o a` famı´lia de aplicac¸o˜es piα a` topologia mais
fraca em E que torna cada piα cont´ınua.
As seguintes definic¸o˜es e resultados relativos a limites indutivos de espac¸os localmente convexos
sera˜o utilizadas no Cap´ıtulo 4.
Definic¸a˜o 1.2.5 ([47], Definic¸a˜o 1.3). Sejam E um espac¸o vetorial, (Eα)α∈A uma famı´lia de
espac¸os localmente convexos e iα : Eα −→ E uma aplicac¸a˜o de Eα em E, para todo α ∈ A. Chamamos
de topologia indutiva em E com relac¸a˜o a` famı´lia de aplicac¸o˜es iα a` topologia localmente convexa
mais fina em E que torna cada iα cont´ınua.
Definic¸a˜o 1.2.6 ([47], Definic¸a˜o 1.4). Seja E um espac¸o vetorial que e´ a unia˜o de uma famı´lia
de espac¸os localmente convexos (Eα)α∈A dirigida por inclusa˜o. Suponha que cada inclusa˜o Eα ↪→ Eβ
e´ cont´ınua, para α ≤ β. Enta˜o E, munido da topologia indutiva com relac¸a˜o a`s incluso˜es Eα ↪→ E
e´ chamado de limite indutivo dos subespac¸os Eα, e escrevemos
E = lim−→α∈AEα.
Teorema 1.2.7 ([39], 2-§12, Proposic¸a˜o 1). Sejam E um espac¸o vetorial e (Eα)α∈A uma famı´lia
de espac¸os localmente convexos tais que E = lim−→α∈AEα. Seja F um espac¸o localmente convexo. Uma
aplicac¸a˜o linear T : E −→ F e´ cont´ınua se e somente se T ◦ iα : Eα −→ F e´ cont´ınua, para todo
α ∈ A.
O pro´ximo teorema e´ devido a A. Grothendieck ([33, Teorema A] ou [34, Teorema 1]).
Teorema 1.2.8 ([33], Teorema A ou [34], Teorema 1). Seja F um espac¸o Hausdorff localmente
convexo que e´ a unia˜o de uma sequeˆncia crescente de espac¸os de Fre´chet (Fn)n∈N, e suponha que
cada inclusa˜o in : Fn −→ F e´ cont´ınua. Seja T : E −→ F uma aplicac¸a˜o linear cont´ınua, onde E e´
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um espac¸o de Fre´chet. Enta˜o existem n ∈ N e uma aplicac¸a˜o linear cont´ınua Tn : E −→ Fn tal que
in ◦ Tn = T .
A demonstrac¸a˜o do pro´ximo Lema foi extra´ıda de um curso ministrado por J. Mujica na UNI-
CAMP.
Lema 1.2.9. Sejam E um espac¸o localmente convexo e U uma vizinhanc¸a aberta, convexa e equili-
brada de zero em E. Enta˜o





(1) Denotemos U˜ = {x ∈ E : λx ∈ U para todo 0 ≤ λ < 1}. E´ claro que U˜ ⊆ U . Se x /∈ U˜ , enta˜o
existe λ, 0 ≤ λ < 1 tal que λx /∈ U . Pelo Teorema de Hahn-Banach existe ϕ ∈ E ′ tal que ϕ(λx) = 1
e |ϕ(y)| ≤ 1, para todo y ∈ U . Enta˜o ϕ(x) = 1
λ
> 1 e assim x /∈ U . Logo U ⊆ U˜ e (1) esta´ provado.
(2) E´ claro que U ⊆
◦
U . Por outro lado, se x ∈
◦
U enta˜o existe µ > 1 tal que µx ∈
◦
U⊆ U . Por (1),
temos que x = 1
µ
µx ∈ U e assim
◦
U⊆ U .
O conjunto U˜ e´ chamado de fecho alge´brico de U . Esta terminologia foi primeiramente dada por
A. Grothendieck em 1954, em [35].

























, para todo r > 0.




. Por um lado, usando que K e´ compacto,
e portanto w∗-compacto, e aplicando o Teorema de Goldstine, temos que
Ur
∗






= K +BE′′(0, r)
‖.‖












= K +BE′′(0, r).
1.3 Preliminares sobre polinoˆmios
Sejam E, F espac¸os de Banach e m ∈ N. Um polinoˆmio m-homogeˆneo P ∈ P(mE;F ) e´ de tipo finito





m, para todo x ∈ E.
Denotamos por Pf (mE;F ) o espac¸o de todos os polinoˆmios m-homogeˆneos de E em F que sa˜o de
tipo finito. Quando F = C, escrevemos Pf (mE) ao inve´s de Pf (mE;C).
Proposic¸a˜o 1.3.1. Seja E um espac¸o de Banach tal que Pf (mE) e´ denso em norma em P(mE),
para todo m ∈ N. Enta˜o cada subespac¸o complementado de E tem a mesma propriedade.
Demonstrac¸a˜o: Sejam m ∈ N, N um subespac¸o complementado de E e T : E −→ N uma
projec¸a˜o cont´ınua tal que T (x) = x, para todo x ∈ N . Seja P ∈ P(mN). Enta˜o e´ claro que
P ◦ T ∈ P(mE). Por hipo´tese, existe uma sequeˆncia de polinoˆmios de tipo finito (Pj)j∈N ⊂ Pf (mE)
que converge para P ◦ T uniformemente sobre os limitados de E, e em particular sobre todos os
limitados de N . Como Pj|N ∈ Pf (mN), para todo j ∈ N e T (N) = N , temos que Pj|N −→ P
uniformemente sobre os limitados de N .
Em geral, E na˜o e´ um subespac¸o complementado de E ′′. No entanto temos a seguinte Proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 1.3.2. Seja E um espac¸o de Banach tal que Pf (mE ′′) e´ denso em norma em P(mE ′′),
para todo m ∈ N. Enta˜o Pf (mE) e´ denso em norma em P(mE), para todo m ∈ N.
Demonstrac¸a˜o: Fixemos m ∈ N. Vamos provar inicialmente que se Q ∈ Pf (mE ′′) enta˜o
Q ◦ J ∈ Pf (mE), onde J denota a inclusa˜o canoˆnica J : E −→ E ′′. Para tal propo´sito, seja
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′′)m, para todo x′′ ∈ E ′′.
Por outro lado, temos que x′′′j ◦J = J ′(x′′′j ) ∈ E ′, para todo j = 1, · · · , n, onde J ′ : E ′′′ −→ E ′ denota
a transposta de J . Portanto




m ∈ Pf (mE).
Consideremos agora P ∈ P(nE) e P ∈ P(nE ′′) a extensa˜o de Aron-Berner de P , ([3] ou [25,
Proposic¸a˜o 1.53]). Por hipo´tese existe uma sequeˆncia de polinoˆmios de tipo finito (Pj)j∈N ⊂ Pf (mE ′′)
que converge para P uniformemente sobre os limitados de E ′′, e em particular sobre todos os limita-
dos de E. Isto implica que a sequeˆncia (Pj ◦ J)j∈N ⊂ Pf (mE) converge para P ◦ J = P uniformente
sobre os limitados de E, ou em outras palavras, Pf (mE) e´ denso em norma em P(mE).
A rec´ıproca da Proposic¸a˜o 1.3.2 na˜o e´ verdade, pois Pf (mc0) e´ denso em norma em P(mc0) ([13,
Observac¸a˜o 5.9.2 (b)]), mas `∞ na˜o possui esta propriedade.
Proposic¸a˜o 1.3.3. Sejam E, F e G espac¸os de Banach, P ∈ P(E;F ), Q ∈ P(F ;G). Enta˜o
Q ◦ P ∈ P(E;G).
Demonstrac¸a˜o: Temos que
P = P1 + · · ·+ Pk, onde Pi ∈ P(niE;F ), para i = 1, · · · , k,
e da mesma forma
Q = Q1 + · · ·+Ql, onde Qi ∈ P(miF ;G), para i = 1, · · · , l.
Enta˜o Q(P (x)) = Q1(P (x)) + · · · + Ql(P (x)), para todo x ∈ E. E´ suficiente mostrar que Q1 ◦ P
e´ um polinoˆmio, e depois aplicar os mesmos argumentos para Qi ◦ P , para i = 2, · · · , l. Vamos
inicialmente supor que k = 2, ou seja, que P e´ uma soma de dois polinoˆmios homogeˆneos. Sejam B
a aplicac¸a˜o m1-linear sime´trica associada a Q1, e Ai uma aplicac¸a˜o ni-linear sime´trica associada a
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Pi, para i = 1, 2. Sem perda de generalidade vamos escrever m ao inve´s de m1. Segue da Fo´rmula
Binomial de Newton [51, Corola´rio 1.9] que para cada x ∈ E:



















Basta provar que cada termo da soma acima e´ um polinoˆmio homogeˆneo em x. Para tal, sejam
j ∈ {0, · · · ,m} fixado e i = m− j. Definamos C : Ein1+jn2 −→ G da seguinte maneira:





1, · · · , x1n1), A1(x21, · · · , x2n1), · · · , A1(xi1, · · · , xin1),
A2(y
1
1, · · · , y1n2), A2(y21, · · · , y2n2), · · · , A2(yj1, · · · , yjn2)
)
.
Enta˜o na˜o e´ dif´ıcil ver que C e´ (in1+jn2)-linear, e que C aplicada a` diagonal de E
in1+jn2 corresponde
ao j-e´simo termo da soma (1.1).
Vamos supor agora que P = P1 + · · · + Pk. Segue da Fo´rmula de Leibniz [51, Teorema 1.8] que
para cada x ∈ E:




α1 · · ·Pk(x)αk),
onde a somato´ria e´ tomada sobre todos os multi-´ındices α = (α1, · · · , αk) ∈ Nk, tais que α1+· · ·+αk =
m. Portanto, seguindo as mesmas ide´ias da primeira parte desta demonstrac¸a˜o, mostramos que cada
termo da somato´ria acima e´ um polinoˆmio homogeˆneo, concluindo a demonstrac¸a˜o.
1.4 Preliminares sobre func¸o˜es holomorfas
A seguir definimos aplicac¸o˜es holomorfas entre espac¸os localmente convexos, e apresentamos algumas
de suas principais propriedades.
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Definic¸a˜o 1.4.1 ([8], Definic¸a˜o 18.1). Sejam E e F espac¸os localmente convexos e U um sub-
conjunto aberto de E. Uma aplicac¸a˜o f : U −→ F e´ holomorfa ou anal´ıtica em U se para cada
a ∈ U existe uma sequeˆncia de polinoˆmios Pmf(a) ∈ P(mE;F ), para todo m ∈ N, tal que para cada






P kf(a)(x− a)) = 0
uniformemente para x ∈ V .
Cada Pmf(a) ∈ P(mE;F ) e´ chamado de m-e´simo polinoˆmio homogeˆneo de Taylor de f em a.
Denotamos por H(U ;F ) o espac¸o vetorial de todas as aplicac¸o˜es holomorfas de U em F . Quando
F = C, escrevemos H(U) ao inve´s de H(U ;C).
Sejam E e F espac¸os localmente convexos e U um subconjunto aberto de E. Dizemos que uma
aplicac¸a˜o f : U −→ F e´ fracamente holomorfa ou w-holomorfa se φ ◦ f ∈ H(U), para todo funcional
linear φ ∈ F ′.
O pro´ximo teorema garante que a composta de duas aplicac¸o˜es holomorfas e´ holomorfa.
Teorema 1.4.2 ([36], Teorema 3, Pa´gina 79). Sejam E, F e G espac¸os localmente convexos,
U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos, f ∈ H(U ;F ), g ∈ H(V ;G), onde f(U) ⊆ V . Enta˜o
g ◦ f ∈ H(U ;G).
Em [36, Teorema 3], e´ exigido que F seja quase completo. Esta hipo´tese adicional e´ necessa´ria
naquele texto pois os polinoˆmios homogeˆneos de Taylor podem tomar valores no completamento F̂
de F . Mas com a definic¸a˜o adotada nesta tese, tal hipo´tese torna-se desnecessa´ria.
Para mais informac¸o˜es sobre func¸o˜es holomorfas em espac¸os de Banach ou em espac¸os localmente
convexos, citamos [8, 10, 25, 51].
Daqui em diante, iremos apenas considerar a a´lgebra H(U). Antes de definir algumas topologias
naturais em H(U), precisamos das seguintes definic¸o˜es.
Uma a´lgebra A e´ uma a´lgebra topolo´gica se e´ um espac¸o vetorial topolo´gico tal que a multi-
plicac¸a˜o e´ separadamente cont´ınua. Uma a´lgebra topolo´gica e´ uma a´lgebra localmente m-convexa se
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a topologia de A e´ gerada por uma famı´lia de seminormas (pi)i∈I tal que
pi(e) = 1 e pi(x · y) ≤ pi(x) · pi(y), para todos x, y ∈ A, i ∈ I.
Uma a´lgebra de Fre´chet e´ uma a´lgebra localmente m-convexa completa e metriza´vel.
A seguir definimos algumas das topologias naturais de H(U).
Definic¸o˜es 1.4.3. Sejam E um espac¸o localmente convexo e U ⊆ E um aberto.
(1) Denotamos por τ0 a topologia em H(U) da convergeˆncia uniforme sobre os subconjuntos com-
pactos de U .
(2) Uma seminorma p em H(U) e´ portada por um subconjunto compacto K ⊂ U se para cada
aberto V , com K ⊂ V ⊆ U , existe uma constante CV > 0 tal que
p(f) ≤ CV ‖f‖V , para toda f ∈ H(U).
A topologia τω em H(U) e´ definida pela famı´lia das seminormas que sa˜o portadas pelos subcon-
juntos compactos de U .
(3) Uma seminorma p em H(U) e´ τδ-cont´ınua se para cada cobertura aberta enumera´vel (Un)n∈N
de U existe uma constante C > 0 e um ı´ndice n0 ∈ N tais que
p(f) ≤ C‖f‖∪n0n=1Un , para toda f ∈ H(U).
A topologia τδ em H(U) e´ definida pela famı´lia das seminormas que sa˜o τδ-cont´ınuas.
A t´ıtulo de informac¸a˜o, na seguinte observac¸a˜o listamos as principais propriedades das treˆs topolo-
gias definidas acima.
Observac¸a˜o 1.4.4. Sejam E um espac¸o localmente convexo e U ⊆ E um aberto.
(1) [8, Proposic¸a˜o 8.12] Se E tem dimensa˜o finita, enta˜o τ0 = τω = τδ.
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(2) [8, Proposic¸a˜o 8.12] ou [25, Lema 3.17] Se E tem dimensa˜o infinita, enta˜o τ0 ≤ τω ≤ τδ.
(3) [25, Exemplo 1.24] Se E e´ metriza´vel, enta˜o τδ e´ a topologia bornolo´gica associada a τ0 e τω.
Mais ainda, τ0 e´ completa e localmente m-convexa. Se E e´ metriza´vel, enta˜o a topologia τω
tambe´m satisfaz tais propriedades. Pore´m na˜o se sabe, por exemplo, se τδ e´ completa ou mesmo
localmente m-convexa. Em alguns casos, e´ poss´ıvel saber se τδ tem algumas destas propriedades,
pois em certos espac¸os ela coincide com τ0 ou com τω. Por exemplo, se E e´ um espac¸o de Banach
separa´vel com a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, e U ⊆ E e´ um aberto equilibrado, enta˜o τω
e τδ coincidem em H(U) [53, Corola´rio 3.3]. Se E e´ um espac¸o de Fre´chet separa´vel, F = (E ′, τ0)
e U um subconjunto aberto de F , enta˜o τ0 = τδ em H(U) [25, Exerc´ıcio 3.110]. Por outro lado, se
E = `∞, enta˜o τω < τδ em H(E) [8, Exemplo 8.4] ou [25, Corola´rio 4.52], ou seja, τδ na˜o coincide
com τω.
Para mais informac¸o˜es sobre as topologias definidas na Definic¸a˜o 1.4.3, citamos [7, 8, 25].
A seguir estudamos um outro espac¸o topolo´gico de func¸o˜es holomorfas. Daqui em diante, nos
limitamos a espac¸os de Banach complexos.
Sejam E um espac¸o de Banach, U ⊆ E um subconjunto aberto e x ∈ U . Definimos a distaˆncia
de x a` fronteira de U como sendo:
dU(x) = sup{r > 0 : B(x, r) ⊆ U} = inf
y∈∂U
‖x− y‖.




Dizemos que A ⊆ U e´ U-limitado se A e´ limitado e existe ε > 0 tal que A + B(0, ε) ⊆ U , ou seja,
dU(A) > 0. Denotamos por Hb(U ;F ) o espac¸o vetorial das func¸o˜es holomorfas f : U −→ F que sa˜o
limitadas em cada subconjunto U -limitado. Seus elementos sa˜o chamados de aplicac¸o˜es holomorfas
de tipo limitado. Quando F = C, escrevemos Hb(U) ao inve´s de Hb(U ;C).
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O Teorema de Josefson-Nissenzweig (veja [42] e [55]), garante que cada espac¸o de Banach E de
dimensa˜o infinita admite uma sequeˆncia de funcionais lineares (ϕn)n∈N ⊂ E ′ tal que ‖ϕn‖ = 1, para
todo n ∈ N e que limn→∞ ϕn(x) = 0, para todo x ∈ E. Este teorema permite provar que em qualquer
espac¸o de Banach de dimensa˜o infinita Hb(E;F ) 6= H(E;F ).





e´ uma func¸a˜o inteira cujo raio de limitac¸a˜o e´ 1, ou seja, f na˜o e´ limitada em B(0, r), onde r > 1,
e assim na˜o e´ uma func¸a˜o inteira de tipo limitado. Em resumo, Hb(E;F ) 6= H(E;F ) se e somente
se E tem dimensa˜o infinita e F 6= {0} [8, Proposic¸a˜o 11.3]. Em [8, Proposic¸a˜o 11.4] e´ provado
o mesmo resultado para abertos, a saber, se U e´ um aberto de um espac¸o de Banach E, enta˜o
Hb(U ;F ) 6= H(U ;F ) se e somente se a dimensa˜o de E e´ infinita e F 6= {0}.
Consideremos os seguintes conjuntos abertos
Un = {x ∈ U : ‖x‖ < n e dU(x) > 2−n}, para todo n ∈ N.
Os conjuntos Un, para n ∈ N, formam uma sequeˆncia fundamental de subconjuntos U -limitados, ou
seja, cada subconjunto U -limitado esta´ contido em algum Un. O espac¸o Hb(U ;F ) e´ um espac¸o de
Fre´chet para a topologia da convergeˆncia uniforme sobre todos os conjuntos Un. Se F = C, temos que
Hb(U) e´ uma a´lgebra de Fre´chet. Observamos que em dimensa˜o finita, Hb(U ;F ) = (H(U ;F ), τ0) =
(H(U ;F ), τω) = (H(U ;F ), τδ).
Dizemos que um subconjunto A ⊆ E de um espac¸o de Banach e´ circular se eiθA ⊆ A, para todo
θ ∈ R. E´ claro que todo conjunto equilibrado e´ circular.
A seguinte proposic¸a˜o apresenta algumas propriedades que os subconjuntos Un herdam de U e
que sera˜o utilizadas no Cap´ıtulo 3.
Proposic¸a˜o 1.4.5. Sejam E um espac¸o de Banach e U ⊆ E um subconjunto aberto.
(1) Se U e´ convexo enta˜o Un e´ convexo, para todo n ∈ N.
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(2) Se U e´ circular, enta˜o Un e´ circular, para todo n ∈ N.
(3) Se U e´ absolutamente convexo, enta˜o Un e´ absolutamente convexo, para os n ∈ N tais que
0 ∈ Un.
Demonstrac¸a˜o:
(1) Sejam x, y ∈ Un, α, β ∈ [0, 1] tais que α + β = 1. Enta˜o e´ claro que ‖αx + βy‖ < n.
Para mostrar que dU(αx + βy) > 2
−n, e´ suficiente mostrar que se B(x, r) ⊆ U e B(y, r) ⊆ U
enta˜o B(αx + βy, r) ⊆ U , para algum r > 0. Mas isto e´ verdade, uma vez que B(αx + βy, r) =
αB(x, r) + βB(y, r) ⊆ αU + βU ⊆ U, pois U e´ convexo. Logo temos que Un e´ convexo, para todo
n ∈ N.
(2) Seja x ∈ eiθUn, isto e´, x = eiθy, para algum y ∈ Un. Enta˜o e´ claro que ‖x‖ < n. Para provar
que dU(e
iθy) > 2−n, basta mostrar que se B(y, r) ⊆ U , para algum r > 0, enta˜o B(eiθy, r) ⊆ U .
Assim sendo, se z ∈ B(eiθy, r) enta˜o
r > ‖z − eiθy‖ = ‖e−iθz − y‖.
Ou seja e−iθz ∈ B(y, r) ⊆ U , e como U e´ circular segue que z ∈ U , terminando a demonstrac¸a˜o.
(3) Considere n ∈ N tal que 0 ∈ Un. Por (1), temos que Un e´ convexo. Para provar que Un e´
equilibrado, sejam x ∈ Un e λ ∈ C tal que |λ| ≤ 1. Escrevamos λ = reiθ, onde r = |λ|. Como 0 ∈ Un
e Un e´ convexo, temos que rx = rx+ (1− r)0 ∈ Un. Por (2) temos que Un e´ circular e assim
eiθrx = λx ∈ Un
e portanto Un e´ equilibrado.
Dizemos que uma sequeˆncia crescente U = (Un)n∈N de subconjuntos abertos de U e´ uma cobertura




Un e dUn+1(Un) > 0, para todo n ∈ N.
Os seguintes resultados sera˜o utilizados no Cap´ıtulo 3.
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Lema 1.4.6. Sejam E um espac¸o de Banach, U ⊆ E um subconjunto aberto e A um subconjunto de
U tal que A ⊆ U . Enta˜o dU(A) = dU(A).
Demonstrac¸a˜o: Como A ⊆ A, segue que dU(A) ≥ dU(A). Para provar a outra desigualdade,
seja x ∈ A. Enta˜o existe uma sequeˆncia (xn)n∈N em A tal que xn −→ x. Como dU e´ uma func¸a˜o
cont´ınua [51, Exerc´ıcio 7.D], temos que dU(xn) −→ dU(x). Como dU(A) = infx∈A dU(x), temos que
dU(xn) ≥ dU(A), para todo n ∈ N. Consequentemente dU(x) ≥ dU(A). Como x foi tomado de modo




provando assim a desigualdade restante.
Denotamos por C⊕E ′ o espac¸o vetorial de todas as formas cont´ınuas afins em E, isto e´, f ∈ C⊕E ′
se existem u´nicos λ ∈ C e ϕ ∈ E ′ tais que
f(x) = λ+ ϕ(x), para todo x ∈ E.
Se A e´ um subconjunto de E, enta˜o ÂC⊕E′ denota o conjunto
ÂC⊕E′ = {x ∈ E : |f(x)| ≤ sup
A
|f |, para toda f ∈ C⊕ E ′}.
Proposic¸a˜o 1.4.7. Sejam E um espac¸o de Banach, U ⊆ E um subconjunto aberto convexo e (Un)n∈N
uma cobertura regular de U tal que cada Un e´ limitado. Enta˜o dU((Ûn)C⊕E′) = dU(Un), para todo
n ∈ N.
Demonstrac¸a˜o: Como cada Un e´ limitado, temos por [51, Proposic¸a˜o 11.1] que (Ûn)C⊕E′ = co(Un),
para todo n ∈ N. Como U e´ convexo, segue da Proposic¸a˜o 1.4.5(1) que (Ûn)C⊕E′ = Un ⊂ U . Para
mostrar que dU((Ûn)C⊕E′) = dU(Un) vamos mostrar que dU(co(Un)) = dU(Un). Pelo Lema 1.4.6,
basta provar que dU(co(Un)) = dU(Un). Como Un ⊆ co(Un), temos que dU(Un) ≥ dU(co(Un)). Para




αixi, onde xi ∈ Un, αi ∈ [0, 1], com
k∑
i=1
αi = 1, i = 1, · · · k.
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Sejam r = dU(Un) e 0 < ε < r. Enta˜o





= α1B(x1, ε) + · · ·+ αkB(xk, ε) ⊆ U,
pois U e´ convexo. Ou seja, B(x, ε) ⊆ U , para todos 0 < ε < r e x ∈ co(Un). Portanto dU(co(Un)) ≥
r = dU(Un), provando a desigualdade restante.
Outros espac¸os de aplicac¸o˜es holomorfas que sera˜o utilizadas nesta tese sa˜o os seguintes.
H∞(U ;F ) e´ o espac¸o de Banach de todas as aplicac¸o˜es holomorfas f : U −→ F que sa˜o limitadas




Quando F = C, escreveremos H∞(U) ao inve´s de H∞(U ;C).
Hwu(U ;F ) e´ o espac¸o de todas as aplicac¸o˜es holomorfas f : U −→ F que sa˜o uniformemente
fracamente cont´ınuas nos subconjuntos U -limitados. Quando F = C, escreveremos Hwu(U) ao inve´s
de Hwu(U ;C).
1.5 Preliminares sobre germes de func¸o˜es holomorfas
Sejam E e F espac¸os de Banach, e K ⊂ E um subconjunto compacto. Consideremos o seguinte
conjunto
h(K;F ) = ∪{H(U ;F ) : U ⊃ K e´ aberto em E}.
Sejam f1, f2 ∈ h(K;F ) e U1, U2 subconjuntos abertos de E com K ⊂ U1 e K ⊂ U2, tais que
f1 ∈ H(U1, F ) e f2 ∈ H(U2, F ). Dizemos que f1 e f2 sa˜o equivalentes (e denotamos f1 ∼ f2) se existe
um subconjunto aberto W ⊆ E com K ⊂ W ⊆ U1∩U2 tal que f1 = f2 em W . Desta forma ∼ e´ uma
relac¸a˜o de equivaleˆncia em h(K;F ) e denotamos H(K;F ) = h(K;F )/ ∼. Os elementos de H(K;F )
sa˜o chamados de germes holomorfos em K com valores em F . Quando F = C, escrevemos H(K) ao
inve´s de H(K;C).
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Finalmente, munimosH(K;F ) da topologia indutiva localmente convexa com relac¸a˜o a`s incluso˜es
iU : (H(U ;F ), τω) ↪→ H(K;F ), onde U varia entre os subconjuntos abertos de E tais que K ⊂ U , e
denotamos
(H(K;F ), τω) = lim−→U⊇K(H(U ;F ), τω).
A partir de agora nos restringimos ao estudo das propriedades da a´lgebra H(K). Foi provado em
[47, Teorema 7.1] que H(K) e´ uma a´lgebra topolo´gica localmente m-convexa.
Seja Un = K +BE(0,
1
n
), para todo n ∈ N. E´ provado em [46, Lema 12.6] que
(H(K), τω) = lim−→n∈NH
∞(Un). (1.2)
E como H∞(Un) ↪→ Hb(Un) ↪→ (H(K), τω), segue que
(H(K), τω) = lim−→n∈NHb(Un). (1.3)
Denotamos por in as incluso˜es canoˆnicas in : Hb(Un) ↪→ H(K) (ou in : H∞(Un) ↪→ H(K)), para
cada n ∈ N. Denotamos por [f ] os elementos da a´lgebra H(K), isto e´, a classe [f ] ∈ H(K) se
e somente se existe n ∈ N tal que f ∈ Hb(Un) (ou f ∈ H∞(Un)); e usaremos arbitrariamente as
caracterizac¸o˜es (1.2) ou (1.3), de acordo com a convenieˆncia.
Indicamos [11, 25, 47] para mais informac¸o˜es sobre germes de func¸o˜es holomorfas.
Sejam E um espac¸o de Banach, e K um subconjunto compacto de E. Enta˜o K tambe´m e´ um
subconjunto compacto de E ′′. No que se segue, quando considerarmos K como um compacto de
E, escrevemos KE, e quando K for considerado como um subconjunto compacto de E
′′, escrevemos
KE′′ .
Podemos considerar germes de func¸o˜es holomorfas em vizinhanc¸as abertas de K em E ou em E ′′.
Neste sentido, denotamos por H(KE) a a´lgebra de germes de func¸o˜es holomorfas em subconjuntos
abertos de E que conte´m K; e de maneira ana´loga H(KE′′) denota a a´lgebra de germes de func¸o˜es
holomorfas em abertos de E ′′ que conte´m K.
A seguinte caracterizac¸a˜o de H(KE′′), para K absolutamente convexo, sera´ u´til no Cap´ıtulo 4.
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Lema 1.5.1. Sejam E um espac¸o de Banach e K ⊂ E um subconjunto compacto convexo e equili-









, para todo n ∈ N.








conclusa˜o segue imediatamente do Lema 1.2.10.
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Cap´ıtulo 2
Func¸o˜es holomorfas em espac¸os
localmente convexos
Duvidar de tudo ou crer em tudo. Sa˜o duas soluc¸o˜es igualmente coˆmodas, que nos dispensam ambas
de refletir. (Henri Poincare´)
Sejam E e F espac¸os localmente convexos, U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos. O objetivo
principal deste cap´ıtulo e´ comparar as relac¸o˜es entre U e V e as relac¸o˜es entre as a´lgebras topolo´gicas
(H(U), τ) e (H(V ), τ), quando τ e´ τ0, τω ou τδ. Na˜o e´ dif´ıcil ver que se U e V sa˜o biholomorficamente
equivalentes, enta˜o as a´lgebras (H(U), τ) e (H(V ), τ) sa˜o topologicamente isomorfas. E´ natural
perguntar quando a rec´ıproca e´ verdadeira, e esta pergunta e´ respondida de maneira afirmativa
nas pro´ximas sec¸o˜es. O fato de, sob tais hipo´teses, os elementos de S(H(U)) e S(H(V )) serem
caracterizados como avaliac¸o˜es e´ essencial para a demonstrac¸a˜o dos resultados.
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2.1 Operadores de composic¸a˜o entre a´lgebras de func¸o˜es
holomorfas
Consideremos E e F espac¸os localmente convexos, U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos na˜o vazios.
Seja z ∈ U . A aplicac¸a˜o δz : H(U) −→ C definida por δz(f) = f(z), para toda f ∈ H(U), e´
chamada de avaliac¸a˜o. E´ claro que δz e´ um homomorfismo complexo de H(U).
Seja ϕ ∈ H(V ;E) com ϕ(V ) ⊆ U . A aplicac¸a˜o Cϕ : H(U) −→ H(V ) dada por Cϕ(f) = f ◦ ϕ,
para toda f ∈ H(U), e´ chamada de operador de composic¸a˜o. O Teorema 1.4.2 garante que Cϕ esta´
bem definido. Por fim, e´ claro que Cϕ e´ um homomorfismo entre as a´lgebras H(U) e H(V ).
O pro´ximo lema, relativo a operadores de composic¸a˜o, sera´ utilizado posteriormente neste cap´ıtulo.
Lema 2.1.1. Sejam E, F e G espac¸os localmente convexos e U ⊆ E, V ⊆ F e W ⊆ G subconjuntos
abertos. Sejam ϕ ∈ H(V ;E) com ϕ(V ) ⊆ U e ψ ∈ H(W,F ) com ψ(W ) ⊆ V . Enta˜o: Cψ ◦ Cϕ =
Cϕ◦ψ : H(U) −→ H(W ).
Demonstrac¸a˜o: Basta observar que Cψ ◦Cϕ(f) = Cψ(f ◦ ϕ) = f ◦ ϕ ◦ ψ = Cϕ◦ψ(f), para toda
f ∈ H(U).
E´ claro que cada avaliac¸a˜o δz, z ∈ U , e´ um homomorfismo complexo cont´ınuo segundo τ0, τω ou
τδ. Com relac¸a˜o a` continuidade dos operadores de composic¸a˜o, temos a seguinte proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 2.1.2. Sejam E e F espac¸os localmente convexos e U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos
abertos. Seja ϕ ∈ H(V ;E) com ϕ(V ) ⊆ U . Enta˜o Cϕ : (H(U), τ) −→ (H(V ), τ) e´ cont´ınuo, para
τ = τ0, τω, τδ.
Demonstrac¸a˜o: Vamos mostrar que Cϕ : (H(U), τ0) −→ (H(V ), τ0) e´ cont´ınuo. Para tal, seja
q : H(V ) −→ R uma seminorma τ0-cont´ınua. Enta˜o existe um subconjunto compacto L ⊂ V tal que
q(g) = sup
y∈L
|g(y)|, para toda g ∈ H(V ).
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Definamos p : H(U) −→ R por p(f) = q(f ◦ ϕ) = q(Cϕ(f)), para toda f ∈ H(U). Como Cϕ e´ um
operador linear, temos que p e´ uma seminorma. Consideremos agora o compacto K = ϕ(L). Enta˜o:






|f(x)|, para toda f ∈ H(U),
o que mostra que p e´ τ0-cont´ınua e portanto Cϕ : (H(U), τ0) −→ (H(V ), τ0) e´ cont´ınuo.
Agora vamos verificar que Cϕ : (H(U), τω) −→ (H(V ), τω) e´ cont´ınuo.
Seja q : H(V ) −→ R uma seminorma em H(V ) portada por um subconjunto compacto L de
V . Consideremos a seguinte seminorma p : H(U) −→ R definida por p(f) = q(f ◦ ϕ) = q(Cϕ(f)),
para toda f ∈ H(U). Vamos mostrar que p e´ portada pelo compacto ϕ(L) = K ⊂ U . Para tal
seja O um aberto de U tal que K ⊂ O ⊆ U . Enta˜o temos que L ⊂ ϕ−1(O) ⊆ V , e ϕ−1(O) e´
aberto. Como q e´ portada por L, existe CO > 0 tal que q(g) ≤ CO‖g‖ϕ−1(O). Consequentemente
p(f) = q(f ◦ ϕ) ≤ CO‖f ◦ ϕ‖ϕ−1(O) ≤ CO‖f‖O, para toda f ∈ H(U), o que mostra que p e´ portada
por K. Portanto Cϕ : (H(U), τω) −→ (H(V ), τω) e´ cont´ınuo.
Finalmente mostremos que Cϕ : (H(U), τδ) −→ (H(V ), τδ) e´ cont´ınuo. Para tal, tomemos q :
H(V ) −→ R uma seminorma τδ-cont´ınua e definamos uma seminorma p : H(U) −→ R da seguinte
forma: p(f) = q(f ◦ ϕ), para toda f ∈ H(U). Para mostrar que p e´ τδ-cont´ınua, seja (Un)n∈N uma
cobertura aberta de U . Enta˜o









ou seja, (ϕ−1(Un))n∈N = (Vn)n∈N e´ uma cobertura aberta de V . Portanto existem C > 0 e n0 ∈ N
tais que
q(g) ≤ C‖g‖∪n0n=1Vn , para toda g ∈ H(V ).
Logo
p(f) = q(f ◦ ϕ) ≤ C‖f ◦ ϕ‖∪n0n=1Vn ≤ C‖f‖∪n0n=1Un ,
para toda f ∈ H(U), o que mostra que p e´ τδ-cont´ınua, e assim Cϕ : (H(U), τδ) −→ (H(V ), τδ) e´
cont´ınuo.
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Observamos que a demonstrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.1.2 para τω foi baseada na demonstrac¸a˜o de [19,
Proposic¸a˜o 2.2.1].
E´ extensa a bibliografia onde se trabalha com operadores de composic¸a˜o entre a´lgebras de
func¸o˜es holomorfas. Existem caracterizac¸o˜es de quais homomorfismos sa˜o operadores de composic¸a˜o,
condic¸o˜es em ϕ para que Cϕ seja compacto ou w-compacto, bem como investigac¸o˜es sobre quando
um operador de composic¸a˜o w-compacto e´ compacto. Podemos citar por exemplo [5, 27, 28, 68].
No entanto, nesta tese utilizamos somente a continuidade dos operadores de composic¸a˜o, pro-
priedade que ja´ foi provada na Proposic¸a˜o 2.1.2, e que sera´ provada tambe´m nos pro´ximos cap´ıtulos,
para as a´lgebras em questa˜o.
2.2 Func¸o˜es holomorfas em domı´nios absolutamente
convexos
Nesta sec¸a˜o obtemos teoremas do tipo Banach-Stone para a´lgebras de func¸o˜es holomorfas em domı´nios
absolutamente convexos.
Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Dizemos que dois subconjuntos abertos U ⊆ E e
V ⊆ F sa˜o biholomorficamente equivalentes se existe uma aplicac¸a˜o ϕ : V −→ U que e´ biholomorfa,
isto e´, ϕ : V −→ U e´ uma bijec¸a˜o, e ambas ϕ e ϕ−1 sa˜o holomorfas.
Diremos que dois espac¸os vetoriais topolo´gicos sa˜o topologicamente isomorfos se existe entre
eles um isomorfismo de espac¸os vetoriais que e´ um homeomorfismo. Diremos que duas a´lgebras
topolo´gicas sa˜o topologicamente isomorfas se existe entre elas um isomorfismo de a´lgebras que e´ um
homeomorfismo. Deve ficar claro no contexto quando estamos falando de isomorfismos entre espac¸os
vetoriais topolo´gicos ou entre a´lgebras topolo´gicas.
A pro´xima proposic¸a˜o nos diz que dois espac¸os localmente convexos E e F sa˜o biholomorficamente
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equivalentes se e somente se eles sa˜o topologicamente isomorfos.
Proposic¸a˜o 2.2.1. Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Enta˜o as seguintes condic¸o˜es sa˜o
equivalentes.
(1) E e F sa˜o topologicamente isomorfos.
(2) E e F sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(3) Existem abertos U ⊆ E e V ⊆ F que sa˜o biholomorficamente equivalentes.
Demonstrac¸a˜o: As implicac¸o˜es (1) ⇒ (2) e (2) ⇒ (3) sa˜o imediatas. A implicac¸a˜o restante e´
consequeˆncia imediata do pro´ximo Lema.
O Lema seguinte segue diretamente da Regra da Cadeia [51, Teorema 13.6], quando E e F sa˜o
espac¸os de Banach. Como precisamos deste lema para espac¸os localmente convexos, apresentamos
sua demonstrac¸a˜o em detalhes.
Lema 2.2.2. Sejam E e F espac¸os localmente convexos Hausdorff, U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos
abertos. Sejam f ∈ H(U ;F ), g ∈ H(V,E) tais que g(V ) ⊆ U e f ◦ g : V −→ F e´ a inclusa˜o. Enta˜o
F e´ topologicamente isomorfo a um subespac¸o complementado de E. Se f : U −→ V e´ bijetiva e
g = f−1, enta˜o E e F sa˜o topologicamente isomorfos.
Demonstrac¸a˜o: Sejam g : V −→ U e f : U −→ F tais que f ◦ g : V −→ F e´ a inclusa˜o, ou
seja, f(g(w)) = w, para todo w ∈ V . Consideremos b ∈ V , a = g(b) ∈ U . Enta˜o f(a) = f(g(b)) = b.
Sejam P n = P nf(a) ∈ P(nE;F ) e Qm = Qmg(b) ∈ P(mF ;E) os polinoˆmios da se´rie de Taylor de
f em a e de g em b, respectivamente, para todos n,m ∈ N. Observamos ainda que P 0 = f(a),
Q0 = g(b), P 1 ∈ L(E;F ) e que Q1 ∈ L(F ;E). Vamos mostrar que P 1 ◦ Q1 : F −→ F e´ o operador










Qj(y − b), para todos y ∈ F, m ∈ N.
Seja U0 ⊂ E uma vizinhanc¸a do zero convexa e equilibrada tal que a + U0 ⊆ U . Como g(b) = a
e g e´ cont´ınua, existe V0 ⊂ F uma vizinhanc¸a do zero convexa e equilibrada tal que b + V0 ⊆ V e
g(b+ t) ∈ a+ 1
2
U0, para todo t ∈ V0. Segue de [8, Proposic¸a˜o 27.2] que
fn −→ f uniformemente sobre os compactos de a+ U0 (2.1)
e que
gm −→ g uniformemente sobre os compactos de b+ V0. (2.2)
Fixemos t ∈ V0. Vamos mostrar que
fn(gn(b+ λt)) −→ f(g(b+ λt)) uniformente para |λ| ≤ 1.
E´ equivalente provar que para cada β ∈ cs(F ):
lim
n→∞
β(fn(gn(b+ λt))− f(g(b+ λt))) = 0, uniformemente para |λ| ≤ 1. (2.3)
Para tal, fixemos β ∈ cs(F ) e ε > 0. Como L = {b + λt : |λ| ≤ 1} e´ um subconjunto compacto de
b+ V0, segue de (2.2) que existe n1 ∈ N tal que
gm(v)− g(v) ∈ 1
2
U0, para todos m ≥ n1 e v ∈ L.
Pela construc¸a˜o de V0, temos que g(v) ∈ a+ 12U0, para todo v ∈ L. Assim, temos que:
gm(v) ∈ a+ U0, para todos m ≥ n1 e v ∈ L.
Considere K = {gm(v) : m ≥ n1, v ∈ L} ∪ g(L). Afirmamos que K e´ um subconjunto compacto
de a + U0. De fato, seja (Uα)α∈A uma cobertura aberta de K, isto e´, K = {gm(v) : m ≥ n1, v ∈
L} ∪ g(L) ⊂ ∪α∈AUα. Em particular, temos que g(L) ⊂ ∪α∈AUα. Como g(L) e´ compacto, existem
α1, · · · , αk ∈ A tais que g(L) ⊂ ∪ki=1Uαi . Como (gm)m≥n1 converge para g uniformemente sobre L,




Uαi , para todos m ≥ n2, v ∈ L.
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Por fim, e´ claro que os compactos gm(L), para m = n1, · · · , n2 esta˜o contidos em um nu´mero finito
de Uα’s. Assim conclu´ımos que K e´ um subconjunto compacto de a+ U0. Agora segue de (2.1) que
existe n3 ∈ N tal que β(fn(u)− f(u)) ≤ ε2 para todos n ≥ n3, u ∈ K. Em particular,
β(fn(gm(v))− f(gm(v))) ≤ ε
2
, para todos n ≥ n3, m ≥ n1, v ∈ L.
Como f e´ cont´ınua e K e´ compacto, temos que f |K : K −→ F e´ uniformemente cont´ınua. Mais
ainda, como (gm)m≥n1 converge para g uniformemente sobre L, na˜o e´ dif´ıcil ver que f ◦ gm converge
para f ◦ g, uniformemente sobre L, uma vez que K = ∪m≥n1gm(L) ∪ g(L). Ou seja, existe n4 ∈ N,
necessariamente maior que n1, tal que
β(f(gm(v)− f(g(v))) ≤ ε
2
, para todos m ≥ n4, v ∈ L.
Sejam n0 = max{n1, n2, n3, n4} e n ≥ n0. Enta˜o:
β(fn(gn(v))−f(g(v))) ≤ β(fn(gn(v))−f(gn(v)))+β(f(gn(v))−f(g(v))) ≤ ε, uniformemente para v ∈ L
provando (2.3).




P i(gn(y)− a) =
n∑
i=0













































+Rn(y − b)︸ ︷︷ ︸
Sn(y−b)
=
= b+ P 1(Q1(y − b)) + Sn(y − b).
Ou seja, fn(gn(y)) = b+P
1(Q1(y− b))+Sn(y− b), para todo y ∈ F , onde Sn : F −→ F e´ uma soma
finita de polinoˆmios homogeˆneos de grau ≥ 2. Em particular, para t ∈ V0 temos que
fn(gn(b+ λt)) = b+ P
1(Q1(λt)) + Sn(λt), uniformemente para |λ| ≤ 1.
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Ou seja, provamos em (2.3) que
0 = lim
n→∞
β(fn(gn(b+ λt))− f(g(b+ λt))) = lim
n→∞
β(b+ P 1(Q1(λt)) + Sn(λt)− (b+ λt)) =
lim
n→∞
β([P 1(Q1(λt))− λt] + Sn(λt)),
uniformemente para |λ| ≤ 1, para toda seminorma β ∈ cs(F ).
Em resumo, provamos que para cada t ∈ V0:
lim
n→∞
Sn(λt) = λ(t− P 1(Q1(t))), uniformente para |λ| ≤ 1.
Enta˜o {Sn(λt) : n ∈ N, |λ| ≤ 1} ∪ {λ(t − P 1(Q1(t))) : |λ| ≤ 1} e´ um subconjunto compacto de F
(basta aplicar os mesmos argumentos utilizados acima para mostrar que o conjunto K e´ compacto).
Portanto para cada β ∈ cs(F ) fixada, existe Ct,β = Ct > 0 tal que
β(Sn(λt)) ≤ Ct, para todos n ∈ N, |λ| ≤ 1.
Observe ainda que ζ 7→ Sn(ζt) e´ uma aplicac¸a˜o holomorfa de uma varia´vel, para |ζ| ≤ 1, tal que
seus dois primeiros polinoˆmios de Taylor (os de grau zero e um) sa˜o nulos. Assim segue do Lema de
Schwarz [51, Teorema 7.19] que







= t− P 1(Q1(t)), para todo 0 < |ζ| ≤ 1,
segue que






≤ |ζ|Ct, para todo 0 < |ζ| ≤ 1.
Portanto, fazendo ζ −→ 0, temos que β(t− P 1(Q1(t))) = 0. Como β foi tomada de modo arbitra´rio
em cs(F ), segue que t− P 1(Q1(t)) = 0, para todo t ∈ V0 e portanto P 1(Q1(t)) = t para todo t ∈ F ,
ou seja, P 1 ◦Q1 : F −→ F e´ o operador identidade.
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Suponhamos agora que f e´ bijetiva e que g = f−1. Enta˜o pelos mesmos argumentos provamos
que Q1 ◦ P 1 : E −→ E e´ o operador identidade e consequentemente E e F sa˜o topologicamente
isomorfos.
O seguinte teorema e´ o principal resultado desta sec¸a˜o.
Teorema 2.2.3. Sejam E e F espac¸os de Fre´chet, um deles com a propriedade de aproximac¸a˜o, e
U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos convexos e equilibrados. Consideremos as seguintes condic¸o˜es.
(1) U e V sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(2) As a´lgebras (H(U), τ0) e (H(V ), τ0) sa˜o topologicamente isomorfas.
(3) As a´lgebras (H(U), τω) e (H(V ), τω) sa˜o topologicamente isomorfas.
(4) As a´lgebras (H(U), τδ) e (H(V ), τδ) sa˜o topologicamente isomorfas.
Enta˜o as condic¸o˜es (1), (2) e (3) sa˜o equivalentes e implicam (4). Se E ou F e´ separa´vel e tem
a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o (1)− (4) sa˜o equivalentes.
Para provar este teorema, usaremos os seguintes resultados.
Teorema 2.2.4 (J. M. Isidro, [40]). Sejam E um espac¸o localmente convexo quase-completo com a
propriedade de aproximac¸a˜o e U ⊆ E um aberto convexo e equilibrado. Enta˜o o espectro de (H(U), τ)
e´ identificado com U , onde τ = τ0, τω.
Teorema 2.2.5 (J. Mujica, [49]). Sejam E um espac¸o de Fre´chet separa´vel com a propriedade de
aproximac¸a˜o e U ⊂ E um aberto convexo e equilibrado. Enta˜o o espectro de (H(U), τδ) e´ identificado
com U .
Demonstrac¸a˜o do Teorema 2.2.3:
(1)⇒ (2) Seja ϕ : V −→ U uma aplicac¸a˜o biholomorfa. Consideremos o operador de composic¸a˜o
Cϕ : H(U) −→ H(V ). Pelo Lema 2.1.1 temos que Cϕ ◦ Cϕ−1 = Cϕ−1◦ϕ = Cid = Id e analogamente
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Cϕ−1 ◦ Cϕ = Id. Logo Cϕ e´ uma bijec¸a˜o e (Cϕ)−1 = Cϕ−1 . Assim temos que Cϕ e´ um isomorfismo
alge´brico.
Pela Proposic¸a˜o 2.1.2, todo operador de composic¸a˜o e´ cont´ınuo segundo a topologia τ0. Como
a inversa de Cϕ e´ Cϕ−1 , que por sua vez e´ um operador de composic¸a˜o, segue que Cϕ−1 tambe´m e´
cont´ınuo e portanto Cϕ e´ um isomorfismo topolo´gico de H(U) sobre H(V ).
(2)⇒ (1)
(a) Suponhamos inicialmente que E e F ambos teˆm a propriedade de aproximac¸a˜o. Seja T :
(H(U), τ0) −→ (H(V ), τ0) um isomorfismo topolo´gico. Vamos construir uma aplicac¸a˜o biholomorfa
ϕ : V −→ U . Para tal seja w ∈ V . Enta˜o δw ◦T : (H(U), τ0) −→ C e´ um homomorfismo complexo de
(H(U), τ0). Pelo Teorema 2.2.4 , existe um u´nico z ∈ U tal que δw ◦ T = δz. Definamos ϕ : V −→ U
por ϕ(w) = z. Vamos mostrar que ϕ e´ holomorfa. Com efeito,
(δw ◦ T )(f) = f(z) = f(ϕ(w)), para todo w ∈ V, para toda f ∈ H(U),
ou seja, T (f)(w) = f(ϕ(w)), para todo w ∈ V e para toda f ∈ H(U). Logo T (f) = f ◦ ϕ, para toda
f ∈ H(U).
Em particular, temos que T (f) = f ◦ ϕ ∈ H(U), para todo f ∈ E ′, ou seja, ϕ e´ w-holomorfa e
consequentemente holomorfa, por [25, Proposic¸a˜o 3.21]. Portanto T = Cϕ.
O mesmo argumento nos garante a existeˆncia de uma aplicac¸a˜o ψ ∈ H(U ;F ) com ψ(U) ⊆ V , tal
que T−1 = Cψ. Assim Id = Cϕ ◦Cψ = Cψ◦ϕ, isto e´, g = g ◦ψ ◦ϕ, para todo g ∈ H(V ) e em particular
para todo g ∈ F ′. Portanto, para cada w ∈ V temos que g(w) = g(ψ(ϕ(w)), para todo g ∈ F ′. Pelo
Teorema de Hahn-Banach, segue que ψ ◦ ϕ = id : V −→ V ; e pelos mesmos argumentos temos que
ϕ ◦ ψ = id : U −→ U . Portanto ϕ e´ bijetiva e ϕ−1 = ψ ∈ H(U ;F ), e assim ϕ e´ biholomorfa.
(b) Vamos agora supor que apenas E tem a propriedade de aproximac¸a˜o, e provar que F tambe´m
tem. Seja ϕ : V −→ U a aplicac¸a˜o holomorfa constru´ıda na parte (a). Note que para construir
ϕ : V −→ U utilizamos apenas a hipo´tese de que E (e na˜o F ) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Para cada z ∈ U temos que δz ◦ T−1 : (H(V ), τ0) −→ C e´ um homomorfismo complexo cont´ınuo.
Como F ′ ⊂ H(V ), segue que δz ◦ T−1|F ′ ∈ (F ′, τ0)′ = F , pelo Teorema 1.2.1 (Mackey-Arens).
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Portanto existe um u´nico w ∈ F tal que δz ◦ T−1(g) = δw(g), para todo funcional g ∈ F ′. Definamos
ψ : U −→ F por ψ(z) = w, para todo z ∈ U . Desta forma temos que T−1(g)(z) = g(ψ(z)), para todos
g ∈ F ′ e z ∈ U , isto e´, T−1(g) = g◦ψ, para todo g ∈ F ′. Em particular, segue que g◦ψ ∈ H(U), para
todo g ∈ F ′, o que mostra que ψ e´ fracamente holomorfa e portanto holomorfa por [25, Proposic¸a˜o
3.21]. Aplicando T em ambos os lados da igualdade acima, temos que g = g◦ψ◦ϕ, para todo g ∈ F ′.
Enta˜o para cada w ∈ V fixado temos que g(w) = g(ψ(ϕ(w))), para todo g ∈ F ′. Pelo Teorema de
Hahn-Banach temos que ψ(ϕ(w)) = w, para todo w ∈ V , ou seja, ψ ◦ ϕ : V −→ F e´ a inclusa˜o.
Aplicando o Lema 2.2.2, temos que F e´ topologicamente isomorfo a um subespac¸o complementado
de E, e portanto F tem a propriedade de aproximac¸a˜o, pela Proposic¸a˜o 1.2.3. No que se segue basta
aplicar a parte (a).
(1)⇒ (3) Basta usar os mesmos racioc´ınios de (1)⇒ (2).
(3) ⇒ (1) Pelo Teorema 2.2.4, temos que S(H(U), τ0) = S(H(U), τω) = U . Em seguida basta usar
os mesmos racioc´ınios de (2)⇒ (1).
(1)⇒ (4) Basta usar os mesmos racioc´ınios de (1)⇒ (2).
(4)⇒ (1) Se E e F sa˜o ambos separa´veis, usamos o Teorema 2.2.5 e o mesmo racioc´ınio de (2)⇒ (1).
Se apenas E e´ separa´vel e tem a propriedade de aproximac¸a˜o, o argumento da demonstrac¸a˜o de
(2)⇒ (1), parte (b), garante que F tambe´m e´ separa´vel e tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Examinando a prova do Teorema 2.2.3 acima, podemos perceber que a equivaleˆncia de (1), (2) e
(3) vale para uma classe maior de espac¸os localmente convexos quase-completos, os chamados espac¸os
holomorficamente Mackey. Dizemos que um espac¸o localmente convexo E e´ holomorficamente Mackey
se para cada subconjunto aberto U de E, tem-se que H(U ;F ) = H(U, Fσ), onde Fσ = (F, σ(F, F ′)),
para todo espac¸o localmente convexo Hausdorff completo F , o que significa dizer que toda aplicac¸a˜o
w-holomorfa em U e´ holomorfa. Assim temos o seguinte teorema, que melhora o Teorema 2.2.3.
Teorema 2.2.6. Sejam E e F espac¸os holomorficamente Mackey quase-completos, um deles com a
propriedade de aproximac¸a˜o e U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos convexos e equilibrados. Enta˜o
as seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes.
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(1) U e V sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(2) As a´lgebras (H(U), τ0) e (H(V ), τ0) sa˜o topologicamente isomorfas.
(3) As a´lgebras (H(U), τω) e (H(V ), τω) sa˜o topologicamente isomorfas.
Todo espac¸o localmente convexo metriza´vel e´ holomorficamente Mackey [25, Exemplo 3.20(a)].
Em [22, Corola´rio 10] (e tambe´m em [25, Exemplo 3.20(a)]), S. Dineen mostra que todo espac¸o
DFM e´ holomorficamente Mackey. Em [9], J. Barroso, M. Matos e L. Nachbin mostram que todo
espac¸o DFS e´ holomorficamente Mackey. Para outros exemplos de espac¸os holomorficamente Mackey
sugerimos [12, 24] e [58, Cap´ıtulo 12]. Se A e´ um conjunto na˜o-enumera´vel, enta˜o C(A) na˜o e´
holomorficamente Mackey [25, Exerc´ıcio 3.114].
Iremos apresentar um exemplo mostrando que a hipo´tese holomorficamente Mackey do Teorema
2.2.6 na˜o pode ser omitida. Os espac¸os localmente convexos que sera˜o apresentados neste exemplo
foram estudados por B. Josefson em [41], e depois com mais detalhes por P. Noverraz em [56] e por S.
Dineen em [23]. O exemplo que apresentamos foi inspirado nestes treˆs trabalhos, e foi uma sugesta˜o
de Sea´n Dineen, a quem tambe´m se deve a demonstrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.2.7.
Seja A um conjunto na˜o enumera´vel, e consideremos C0(A) o conjunto de todas as func¸o˜es x :




Os elementos de C0(A) sera˜o denotados por x = (xα)α∈A, onde xα = x(α), para todo α ∈ A.
Temos que C0(A) e´ um espac¸o de Banach com a norma do supremo.
Seja I = {i : Ai e´ um subconjunto enumera´vel de A}, isto e´, i ∈ I se e somente se Ai ⊂ A
e´ enumera´vel. Consideremos agora em C0(A) uma outra topologia, a saber, a topologia gerada
pela famı´lia de seminormas (pAi)i∈I , onde pAi(x) = supα∈Ai |xα|. O espac¸o C0(A) munido desta
topologia sera´ denotado por C0,p(A) e por C0(A) entendemos C0(A) munido da norma. E´ fa´cil
ver que a topologia da norma em C0(A) e´ estritamente mais fina, e portanto pelo Teorema da
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Aplicac¸a˜o Aberta, C0,p(A) na˜o e´ um espac¸o de Fre´chet. Em outras palavras, o operador identidade
Id : C0(A) −→ C0,p(A) sempre e´ cont´ınuo, mas a aplicac¸a˜o inversa na˜o e´ cont´ınua.
Se x ∈ C0(A), enta˜o na˜o e´ dif´ıcil ver que existe Ai ⊂ A enumera´vel tal que xα = 0, para todo
α ∈ A \ Ai, ou seja,
C0(A) = ∪i∈IC0(Ai), (2.4)
onde identificamos cada C0(Ai) com um subespac¸o fechado de C0(A) da seguinte maneira: se x ∈
C0(Ai), identificamos x com y = (yα) ∈ C0(A) da seguinte forma: yα = xα se α ∈ Ai e yα = 0 se
α ∈ A \ Ai. Para cada i ∈ I, considere a projec¸a˜o ui : C0(A) −→ C0(Ai) definida por ui((xα)) =
(xα)α∈Ai . Tambe´m na˜o e´ dif´ıcil ver que a topologia de C0,p(A) coincide com a a topologia projetiva
(completa e localmente convexa) com relac¸a˜o a`s projec¸o˜es ui, para todo i ∈ I.
Em [41, §4, Proposic¸a˜o Principal], B. Josefson mostra que H(C0(A)) = H(C0,p(A)). Mais especi-
ficamente, P. Noverraz mostra em [56, Pa´gina 323], que dada uma func¸a˜o f ∈ H(C0(A)) existem um
ı´ndice i ∈ I e f˜ ∈ H(C0(Ai)) tais que f = f˜ ◦ ui, ou seja, uma func¸a˜o holomorfa em C0(A) depende
apenas de um subconjunto enumera´vel de A. Este fato nos permite provar a seguinte proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 2.2.7. O espac¸o localmente convexo C0,p(A) na˜o e´ holomorficamente Mackey.
Demonstrac¸a˜o: Seja ϕ ∈ C0,p(A)′ ⊂ C0(A)′. Enta˜o ϕ ∈ H(C0(A)) = H(C0,p(A)), ou seja,
ϕ = ϕ ◦ Id : C0,p(A) −→ C e´ holomorfa. Mas Id : C0,p(A) −→ C0(A) na˜o e´ holomorfa, pois na˜o e´
cont´ınua. Assim C0,p(A) na˜o e´ um espac¸o holomorficamente Mackey.
O espac¸o C0,p(A) satisfaz uma propriedade adicional, chamada de (∗) por P. Noverraz em [56,
Pa´gina 324].
(∗) para todo J ⊆ I enumera´vel, exite io ∈ I tal que ∪j∈J C0(Aj) ⊆ C0(Ai0).
A seguir apresentaremos alguns lemas que sera˜o u´teis para a conclusa˜o do exemplo.
Lema 2.2.8 ([56], Proposic¸a˜o 1). Os espac¸os C0(A) e C0,p(A) teˆm os mesmos subconjuntos com-
pactos.
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Demonstrac¸a˜o: E´ claro que todo compacto de C0(A) e´ um compacto de C0,p(A). Consideremos
K um subconjunto compacto de C0,p(A). Enta˜o ui(K) e´ um subconjunto compacto de C0(Ai), para
todo i ∈ I. Seja (xn)n∈N uma sequeˆncia em K. Por (2.4), para cada n ∈ N existe in ∈ I tal que
xn ∈ C0(Ain). Pela propriedade (∗) existe i0 ∈ I tal que xn ∈ C0(Ai0), para todo n ∈ N. Como ui0 e´
uma projec¸a˜o, temos que xn = ui0(xn), para todo n ∈ N, e portanto (xn) esta´ contida no compacto
ui0(K). Como C0(Ai0) e´ Banach, existe uma subsequeˆncia (xnk) de (xn) que converge a um ponto
x ∈ C0(Ai0), e portanto convergente em C0(A), concluindo a demonstrac¸a˜o.
Como Id : C0(A) −→ C0,p(A) e´ linear e cont´ınua, e portanto holomorfa, segue em particular que
Id : (H(C0,p(A)), τ) −→ (H(C0(A)), τ) e´ cont´ınua, para τ = τ0, τω e τδ. Para ver isso, basta aplicar
a Proposic¸a˜o 2.1.2 para E = U = C0,p(A), F = V = C0(A) e ϕ = Id : V −→ U . Nos pro´ximos treˆs
lemas provamos que de fato Id : (H(C0,p(A)), τ) −→ (H(C0(A)), τ) e´ um isomorfismo topolo´gico.
Lema 2.2.9. O operador Id : (H(C0(A)), τ0) −→ (H(C0,p(A)), τ0) e´ um isomorfismo topolo´gico.
Demonstrac¸a˜o: Segue imediatamente do fato de H(C0(A)) = H(C0,p(A)) e do Lema 2.2.8.
A fim de simplificar a notac¸a˜o, τ0 denota a topologia τ0 em H(C0(A)) e τ0,p denota a topologia
τ0 em H(C0,p(A)). Tal notac¸a˜o sera´ utilizada de maneira ana´loga para as topologias τω e τδ.
Lema 2.2.10 ([56], Pa´gina 330). O operador Id : (H(C0(A)), τω) −→ (H(C0,p(A)), τω) e´ um
isomorfismo topolo´gico.
Demonstrac¸a˜o: Para provar a continuidade na˜o trivial, seja p uma seminorma τω,p cont´ınua. Se
p na˜o e´ τω-cont´ınua, enta˜o para todo subconjunto compacto K ⊂ C0(A), existe um aberto U ⊆ C0(A)
com K ⊂ U , e uma sequeˆncia (fn,K)n∈N contida em H(C0(A)) tal que
p(fn,K) ≥ n‖fn,K‖U , para todon ∈ N.
Por outro lado para cada n ∈ N existem in ∈ I e f˜n,K ∈ H(C0(Ain)) tais que fn,K = f˜n,K ◦ uin . Pela
condic¸a˜o (∗), seja i0 ∈ I tal que ∪n∈NC0(Ain) ⊆ C0(Ai0), e desta forma f˜n,K ∈ H(C0(Ai0), para todo
n ∈ N.
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Seja uin,i0 : C0(Ai0) −→ C0(Ain) a projec¸a˜o canoˆnica, e denotemos gn,K = f˜n,K ◦ uin,i0 , para todo




. Enta˜o UK e´ aberto em C0,p(A).
De fato, como U e´ aberto em norma, enta˜o ui0(U) e´ aberto em C0(Ai0) (topologia da norma induzida
em C0(Ai0)). Agora e´ claro que u
−1
i0
(ui0(U)) e´ aberto. Afirmamos que ‖fn,K‖UK = ‖fn,K‖U . De fato,
como U ⊂ UK segue que ‖fn,K‖U ≤ ‖fn,K‖UK . Seja agora x ∈ UK . Enta˜o ui0(x) ∈ ui0(U). Portanto
fn,K(x) = gn,K ◦ ui0(x) = gn,K(y), onde y ∈ ui0(U) e assim
|fn,K(x)| = |gn,K(y)| ≤ ‖gn,K‖ui0(U) = ‖gn,K ◦ ui0‖U = ‖fn,K‖U ,
para todo x ∈ UK . Ou seja ‖fn,K‖UK ≤ ‖fn,K‖U e portanto a igualdade esta´ demonstrada. Agora K
e´ compacto em C0,p(A) pelo Lema 2.2.8 e p(fn,K) ≥ n‖fn,K‖UK , para todo n ∈ N, o que mostra que
p na˜o e´ τω,p cont´ınua, uma contradic¸a˜o.
Em [56, Sec¸a˜o 3, Pa´gina 327], e´ provado que τδ,p e´ a topologia bornolo´gica associada a τ0,p ou
τω,p. Com isso podemos provar o seguinte lema.
Lema 2.2.11. O operador Id : (H(C0(A)), τδ) −→ (H(C0,p(A)), τδ) e´ um isomorfismo topolo´gico.
Demonstrac¸a˜o: Para provar a continuidade na˜o trivial, considere B ⊂ (H(C0(A)), τδ) um
subconjunto limitado. Como C0(A) e´ Banach, temos pela Observac¸a˜o 1.4.4(3) que τδ e´ a topologia
bornolo´gica em H(C0(A)) associada a τ0 e portanto B e´ τ0-limitado. Pelo Lema 2.2.9, B e´ τ0,p-
limitado. Como τδ,p e´ a topologia bornolo´gica associada a τ0,p, segue que B e´ τδ,p-limitado. Portanto
a identidade (H(C0(A)), τδ) −→ (H(C0,p(A)), τδ,p) leva limitados em limitados. Como (H(C0(A)), τδ)
e´ um espac¸o bornolo´gico, segue que Id : (H(C0(A)), τδ) −→ (H(C0,p(A)), τδ,p) e´ cont´ınua.
Agora estamos prontos para demonstrar o seguinte exemplo.
Exemplo 2.2.12. As a´lgebras (H(C0(A)), τ) e (H(C0,p(A)), τ) sa˜o topologicamente isomorfas, para
τ = τ0, τω e τδ, mas C0(A) e C0,p(A) na˜o sa˜o biholomorficamente equivalentes.
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Demonstrac¸a˜o: A primeira afirmac¸a˜o segue dos Lemas 2.2.9, 2.2.10 e 2.2.11. Se C0(A) e C0,p(A)
sa˜o biholomorficamente equivalentes, enta˜o segue da Proposic¸a˜o 2.2.1 que eles sa˜o topologicamente
isomorfos, o que na˜o e´ verdade.
Na sequeˆncia apresentamos dois corola´rios que melhoram a Proposic¸a˜o 2.2.1 e o Teorema 2.2.3
para bolas abertas e abertos convexos, equilibrados e limitados em espac¸os de Banach.
Corola´rio 2.2.13. Sejam E e F espac¸os de Banach, um deles com a propriedade de aproximac¸a˜o.
Consideremos as seguintes condic¸o˜es:
(1) E e F sa˜o isometricamente isomorfos.
(2) BE e BF sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(3) As a´lgebras (H(BE), τ0) e (H(BF ), τ0) sa˜o topologicamente isomorfas.
(4) As a´lgebras (H(BE), τω) e (H(BF ), τω) sa˜o topologicamente isomorfas.
(5) As a´lgebras (H(BE), τδ) e (H(BF ), τδ) sa˜o topologicamente isomorfas.
Enta˜o as condic¸o˜es (1), (2), (3) e (4) sa˜o equivalentes e implicam (5). Se E ou F e´ separa´vel e
tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o (1)− (5) sa˜o equivalentes.
A equivaleˆncia entre (1) e (2) do Corola´rio 2.2.13 deve-se a um teorema de W. Kaup e W. Upmeier
que enunciamos abaixo. As outras concluso˜es seguem do Teorema 2.2.3.
Teorema 2.2.14 (W. Kaup, W. Upmeier, [43]). Dois espac¸os de Banach E e F sa˜o isometri-
camente isomorfos se e somente se existe uma aplicac¸a˜o biholomorfa entre a bola unita´ria de E e a
bola unita´ria de F .
Sejam E e F espac¸os de Banach. Dizemos que dois abertos U ⊆ E e V ⊆ F sa˜o linearmente
equivalentes se existe um isomorfismo topolo´gico ϕ : E −→ F tal que ϕ(U) = V .
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Vamos agora supor que U e´ um aberto convexo, equilibrado e limitado de um espac¸o de Banach





munido do funcional de Minkowski de U , e´ um espac¸o de Banach topologicamente isomorfo a E.
Como U e´ aberto, temos que U e´ a bola unita´ria de EU e assim temos o seguinte corola´rio, que
melhora o Teorema 2.2.3 para abertos convexos, equilibrados e limitados.
Corola´rio 2.2.15. Sejam E e F espac¸os de Banach, um deles com a propriedade de aproximac¸a˜o
e sejam U ⊆ E e V ⊆ F abertos convexos, equilibrados e limitados. Consideremos as seguintes
condic¸o˜es:
(1) U e V sa˜o linearmente equivalentes.
(2) U e V sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(3) As a´lgebras (H(U), τ0) e (H(V ), τ0) sa˜o topologicamente isomorfas.
(4) As a´lgebras (H(U), τω) e (H(V ), τω) sa˜o topologicamente isomorfas.
(5) As a´lgebras (H(U), τδ) e (H(V ), τδ) sa˜o topologicamente isomorfas.
Enta˜o as condic¸o˜es (1), (2), (3) e (4) sa˜o equivalentes e implicam (5). Se E ou F e´ separa´vel e
tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o (1)− (5) sa˜o equivalentes.
Demonstrac¸a˜o: Temos que (2), (3), (4) e (5) sa˜o equivalentes pelo Teorema 2.2.3. Vamos
mostrar que (1) e (2) sa˜o equivalentes. Se U e V sa˜o linearmente equivalentes, o isomorfismo
topolo´gico ϕ : E −→ F tal que ϕ(V ) = U e´ a aplicac¸a˜o biholomorfa procurada.
Reciprocamente, temos pelo Teorema 2.2.14 que EU e FV sa˜o isometricamente isomorfos. Por-
tanto, se T : EU −→ FV e´ tal isometria, enta˜o T (U) = V , uma vez que T leva a bola unita´ria de EU
na bola unita´ria de FV . Por fim, como EU e´ topologicamente isomorfo a E e FV e´ topologicamente
isomorfo a F , segue que U e V sa˜o linearmente equivalentes.
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Terminamos esta sec¸a˜o com um teorema do tipo Banach-Stone para polinoˆmios em espac¸os de
Banach.
Teorema 2.2.16. Sejam E e F espac¸os de Banach, um deles com a propriedade de aproximac¸a˜o.
Enta˜o sa˜o equivalentes.
(1) Existe um polinoˆmio bijetivo Q ∈ P(F ;E) tal que Q−1 ∈ P(E;F ).
(2) As a´lgebras (P(E), τ0) e (P(F ), τ0) sa˜o topologicamente isomorfas.
Para demonstrar este teorema, utilizaremos o seguinte resultado.
Teorema 2.2.17 (J. M. Isidro, [40]). Seja E um espac¸o localmente convexo quase-completo com
a propriedade de aproximac¸a˜o. Enta˜o o espectro de (P(E), τ0) e´ identificado com E.
Demonstrac¸a˜o do Teorema 2.2.16
(1) ⇒ (2) Seja Q ∈ P(F ;E) um polinoˆmio bijetivo tal que Q−1 ∈ P(E;F ). Vamos definir
T : (P(E), τ0) −→ (P(F ), τ0) da seguinte maneira:
T (P ) = P ◦Q, para todo P ∈ P(E).
O operador T esta´ bem definido pela Proposic¸a˜o 1.3.3. Para as concluso˜es restantes basta seguir as
mesmas ide´ias da demonstrac¸a˜o (1)⇒ (2) do Teorema 2.2.3
(2) ⇒ (1) Seja T : P(E) −→ P(F ) um isomorfismo topolo´gico. Usando o Teorema 2.2.17
e seguindo as mesmas ide´ias da demonstrac¸a˜o de (2) ⇒ (1) do Teorema 2.2.3, conseguimos uma
aplicac¸a˜o holomorfa Q : F −→ E tal que T (P ) = P ◦Q, para todo P ∈ P(E). Em particular, temos
que f ◦ Q ∈ P(F ), para todo funcional linear f ∈ E ′. Agora segue de [51, Teorema 3.11] que Q de
fato e´ um polinoˆmio. Aplicando o mesmo racioc´ınio para T−1, obtemos um polinoˆmio R : E −→ F
tal que R = Q−1.
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2.3 Func¸o˜es holomorfas em domı´nios polinomialmente
convexos
Nesta sec¸a˜o obtemos teoremas do tipo Banach-Stone para a´lgebras de func¸o˜es holomorfas em domı´nios
polinomialmente convexos.
Dizemos que um subconjunto aberto U de um espac¸o localmente convexo E e´ polinomialmente




x ∈ E : |P (x)| ≤ sup
K
|P |, para todo P ∈ P(E)
}
.
Seja P ∈ P(E). O aberto U = {x ∈ E : |P (x)| < 1} e´ polinomialmente convexo, mas na˜o e´
convexo em geral. Ou seja, a classe dos abertos polinomialmente convexos e´ estritamente maior que
a dos absolutamente convexos.
O Teorema 2.2.3 pode ser estendido ao caso de domı´nios polinomialmente convexos da maneira
seguinte.
Teorema 2.3.1. Sejam E e F espac¸os de Fre´chet, um deles com a propriedade de aproximac¸a˜o
e U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos polinomialmente convexos. Consideremos as seguintes
condic¸o˜es.
(1) U e V sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(2) As a´lgebras (H(U), τ0) e (H(V ), τ0) sa˜o topologicamente isomorfas.
(3) As a´lgebras (H(U), τω) e (H(V ), τω) sa˜o topologicamente isomorfas.
(4) As a´lgebras (H(U), τδ) e (H(V ), τδ) sa˜o topologicamente isomorfas.
Enta˜o (1), (2) e (3) sa˜o equivalentes e implicam (4). Se E ou F e´ separa´vel e tem a propriedade
de aproximac¸a˜o limitada, e U e V sa˜o conexos, enta˜o (1)− (4) sa˜o equivalentes.
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A demonstrac¸a˜o do Teorema 2.3.1 e´ similar a` do Teorema 2.2.3, mas em lugar dos Teoremas 2.2.4
e 2.2.5, utilizamos os resultados seguintes.
Teorema 2.3.2 (J. Mujica, [48, 50]). Sejam E um espac¸o localmente convexo quase-completo
com a propriedade de aproximac¸a˜o e U ⊆ E um aberto polinomialmente convexo. Enta˜o o espectro
de (H(U), τ) e´ identificado com U , onde τ = τ0, τω.
Teorema 2.3.3 (J. Mujica, [49]). Sejam E um espac¸o de Fre´chet separa´vel com a propriedade de
aproximac¸a˜o limitada e U ⊆ E um aberto conexo e polinomialmente convexo. Enta˜o o espectro de
(H(U), τδ) e´ identificado com U .
Os comenta´rios apo´s a demonstrac¸a˜o do Teorema 2.2.3 mostram que no caso das topologias τ0 e
τω, podemos obter um resultado mais geral.
Teorema 2.3.4. Sejam E e F espac¸os holomorficamente Mackey quase-completos, um deles com
a propriedade de aproximac¸a˜o e U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos polinomialmente convexos.
Enta˜o as seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes.
(1) U e V sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(2) As a´lgebras (H(U), τ0) e (H(V ), τ0) sa˜o topologicamente isomorfas.
(3) As a´lgebras (H(U), τω) e (H(V ), τω) sa˜o topologicamente isomorfas.
2.4 Func¸o˜es holomorfas em domı´nios pseudoconvexos
Nesta sec¸a˜o obtemos teoremas do tipo Banach-Stone para a´lgebras de func¸o˜es holomorfas em domı´nios
pseudoconvexos.
Definic¸a˜o 2.4.1 ([10], Definic¸a˜o 14.1.1). Sejam E um espac¸o localmente convexo e U ⊆ E um








para todos a ∈ U e b ∈ E tais que a+∆b ⊆ U , onde ∆ = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}.
Dizemos que um subconjunto aberto U de um espac¸o localmente convexo E e´ pseudoconvexo se
K̂Ps(U) e´ relativamente compacto, para cada subconjunto compacto K ⊂ U (veja caracterizac¸a˜o em




x ∈ U : f(x) ≤ sup
K
f, para toda f ∈ Ps(U)
}
.
Seja f ∈ Ps(E). O aberto U = {x ∈ E : f(x) < 0} e´ pseudoconvexo, mas na˜o e´ polinomialmente
convexo em geral ([37, Proposic¸a˜o 5.1.3(c)]). Por exemplo, se f ∈ H(E), enta˜o <(f) e =(f) sa˜o ambas
func¸o˜es plurisubharmoˆnicas ([37, Proposic¸a˜o 4.4.2]).
O pro´ximo resultado melhora o Teorema 2.3.1 para abertos pseudoconvexos.
Teorema 2.4.2. Sejam E e F espac¸os de Fre´chet, um deles separa´vel com a propriedade de aprox-
imac¸a˜o limitada e U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos conexos e pseudoconvexos. Enta˜o as
seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes.
(1) U e V sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(2) As a´lgebras (H(U), τ0) e (H(V ), τ0) sa˜o topologicamente isomorfas.
(3) As a´lgebras (H(U), τω) e (H(V ), τω) sa˜o topologicamente isomorfas.
(4) As a´lgebras (H(U), τδ) e (H(V ), τδ) sa˜o topologicamente isomorfas.
A demonstrac¸a˜o do Teorema 2.4.2 e´ similar a do Teorema 2.2.3, mas em lugar dos Teoremas 2.2.4
e 2.2.5, utiliza os resultados seguintes.
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Teorema 2.4.3 (M. Schottenloher, [63]). Sejam E um espac¸o de Fre´chet separa´vel com a pro-
priedade de aproximac¸a˜o limitada e U ⊆ E um aberto conexo e pseudoconvexo. Enta˜o o espectro de
(H(U), τ) e´ identificado com U , para τ = τ0 e τω.
Teorema 2.4.4 (J. Mujica, [52]). Sejam E um espac¸o de Fre´chet separa´vel com a propriedade de
aproximac¸a˜o limitada e U ⊆ E um aberto conexo e pseudoconvexo. Enta˜o o espectro de (H(U), τδ) e´
identificado com U .
A seguir definimos uma outra classe de abertos em espac¸os localmente convexos.
Definic¸a˜o 2.4.5 ([10], Definic¸a˜o 14.1.6). Sejam E um espac¸o localmente convexo e U ⊆ E um
subconjunto aberto. Dizemos que U e´ um domı´nio de holomorfia se na˜o existem subconjuntos abertos
conexos V e W de E tais que:
(1) ∅ 6= W ⊆ U ∩ V e V * U .
(2) Para cada f ∈ H(U) existe f˜ ∈ H(V ) tal que f = f˜ em W .
Como se sabe, todo domı´nio de holomorfia e´ pseudoconvexo, e em [62, Corola´rio 3.4], M. Schot-
tenloher mostra que em um espac¸o de Fre´chet separa´vel com a propriedade de aproximac¸a˜o limitada,
cada domı´nio pseudoconvexo e´ na verdade um domı´nio de holomorfia.
Para finalizar esta sec¸a˜o, mostramos que em qualquer espac¸o de Banach e´ poss´ıvel construir
um par de subconjuntos abertos H e D, onde um deles na˜o e´ um domı´nio de holomorfia, que na˜o
sa˜o biholomorficamente equivalentes, mas as a´lgebras (H(H), τ) e (H(D), τ) sa˜o topologicamente
isomorfas, para τ = τ0, τω, τδ.
Exemplo 2.4.6. Seja E um espac¸o de Banach tal que dim(E) ≥ 2, e escrevemos E = C2⊕N , onde
N e´ um espac¸o de Banach. Sejam D = {z = (z1, z2, w) ∈ E : |z1| < R1, |z2| < R2 e ‖w‖ < R} e
H = {z = (z1, z2, w) ∈ D : |z1| > r1 ou |z2| < r2}, onde 0 < R ≤ ∞ e 0 < rj < Rj ≤ ∞, para
j = 1, 2. Enta˜o as a´lgebras (H(H), τ) e (H(D), τ) sa˜o topologicamente isomorfas, para τ = τ0, τω,
τδ, mas H e D na˜o sa˜o biholomorficamente equivalentes.
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Demonstrac¸a˜o: Primeiro provemos que cada f ∈ H(H) admite uma u´nica extensa˜o f˜ ∈ H(D).
Para isso, sejam ρ1 > 0 tal que r1 < ρ1 < R1 e D
′ = {z = (z1, z2, w) ∈ D : |z1| < ρ1}. Observe que







ζ1 − z1 dζ1, para todo z ∈ D
′. (2.5)
Como






segue que para z2 e w fixos, g e´ uma func¸a˜o holomorfa de z1, para todo |z1| < ρ1. Para z1 e w fixos,
a func¸a˜o f(ζ1,z2,w)
ζ1−z1 e´ uma func¸a˜o diferencia´vel de z2, e portanto g e´ uma func¸a˜o diferencia´vel de z2
por [51, Proposic¸a˜o 13.14]. Pelo mesmo argumento temos que, para z1 e z2 fixos, g e´ diferencia´vel
em w. Portanto g e´ separadamente holomorfa por [51, Teorema 14.7], e portanto holomorfa por [51,
Teorema 36.8]. Pela Fo´rmula Integral de Cauchy para func¸o˜es holomorfas de uma varia´vel, temos que
g(z) = f(z) para todo z = (z1, z2, w) tal que |z1| < ρ1 e |z2| < r2, e portanto para todo z ∈ D′ ∩H,
pois D′ ∩ H e´ conexo. Assim a func¸a˜o f˜ definida por f˜ = f em H e f˜ = g em D′ e´ a extensa˜o
procurada. Portanto H na˜o pode ser um domı´nio de holomorfia.
Definamos T : H(H) −→ H(D) por T (f) = f˜ , para toda f ∈ H(H). Enta˜o T e´ um isomorfismo
entre a´lgebras, uma vez que f˜ e´ u´nica. E´ fa´cil ver que T−1 : H(D) −→ H(H) e´ o operador restric¸a˜o.
Vamos mostrar que as a´lgebras (H(H), τ) e (H(D), τ) sa˜o topologicamente isomorfas, para τ = τ0 e
τω. Temos que D ⊂ S(H(H), τ0). De fato, para z ∈ D definimos
hz : H(H) −→ C porhz(f) = f˜(z), para todo f ∈ H(H).
Se z ∈ H, e´ claro que hz e´ τ0-cont´ınua. Se z ∈ D′, enta˜o hz(f) = g(z), onde g esta´ definida em (2.5).
Temos que existe C > 0 tal que
|g(z)| ≤ C sup
|ζ1|=ρ1
|f(ζ1, z2, w)| = C sup
z∈K
|f(z)|, para todo f ∈ H(H),
onde K = {ζ ∈ C : |ζ| = ρ1} × {z2} × {w}. Assim hz e´ τ0-cont´ınua e portanto
D ⊂ S(H(H), τ0) = S(H(H), τω) = Σ.
44
Consideremos a aplicac¸a˜o G : H(H) −→ H(Σ) dada por G(f) = fˆ , onde fˆ(h) = h(f), para todo
h ∈ Σ. Temos que G e´ cont´ınua para τ0 por [2, Sec¸a˜o 4, Teorema 1] e para τω por [45, Teorema 1].
Como H ⊂ D ⊂ Σ, segue que as seguintes aplicac¸o˜es sa˜o cont´ınuas
(H(Σ), τ) −→ (H(D), τ) T−1−−−→ (H(H), τ) G−−−→ (H(Σ), τ), para τ = τ0, τω.
E consequentemente temos que (H(H), τ) e (H(D), τ) sa˜o topologicamente isomorfas, para τ = τ0, τω.
Resta provar que T : (H(H), τδ) −→ (H(D), τδ) e´ um isomorfismo topolo´gico, mas isto e´ feito em
[61, Teorema 5.3]. (Veja tambe´m em [18, 38, 60]).
Vamos agora supor que existe uma aplicac¸a˜o biholomorfa ϕ : H −→ D. Por [60, Teorema 1.8]
ou [38, Teorema 2.15], temos que ϕ admite uma extensa˜o biholomorfa ϕ : ε(H) −→ ε(D), onde
ε(H) denota o envelope de holomorfia ([51, Definic¸a˜o 56.1]) de H (e o mesmo para ε(D)), tal que o
seguinte diagrama comuta.
ε(H)





Como ϕ e ϕ sa˜o bijec¸o˜es, segue que ε e´ uma bijec¸a˜o e assim H e´ um domı´nio de holomorfia, por [51,
Exerc´ıcio 56.B], o que e´ uma contradic¸a˜o.
Quando E = C2, o par (H,D) e´ chamado figura de Hartogs em C2. O exemplo apresentado acima
foi inspirado em [51, Exemplo 10.2].
Definic¸a˜o 2.4.7 ([2], Sec¸a˜o 4). Seja (U, V ) um par de subconjunto abertos em um espac¸o de
Banach tal que U ⊆ V . Se toda func¸a˜o holomorfa f ∈ H(U) pode ser estendida a uma u´nica
func¸a˜o holomorfa f˜ ∈ H(V ), dizemos que (U, V ) e´ um par de extensa˜o. Se o isomorfismo alge´brico
f ∈ H(U) 7→ f˜ ∈ H(V ) e´ um isomorfismo topolo´gico para a topologia compacto-aberta, dizemos que
(U, V ) e´ um par de extensa˜o normal.
Neste sentido, o par (H,D) constru´ıdo no Exemplo 2.4.6 e´ um par de extensa˜o normal.
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Cap´ıtulo 3
Func¸o˜es holomorfas de tipo limitado em
espac¸os de Banach
Na˜o importa o quanto devagar voceˆ caminhe. O importante e´ na˜o parar. (Confu´cio)
No Cap´ıtulo 2, provamos que dois abertos convexos e equilibrados U e V em espac¸os de Fre´chet
com a propriedade de aproximac¸a˜o sa˜o biholomorficamente equivalentes se e somente se as a´lgebras
(H(U), τ0) e (H(V ), τ0) sa˜o topologicamente isomorfas. E´ natural perguntar se existe um resultado
similar para as a´lgebras de Fre´chet Hb(U) e Hb(V ) de func¸o˜es holomorfas de tipo limitado. Esta
pergunta e´ respondida de maneira afirmativa neste cap´ıtulo, para abertos convexos e equilibrados
em espac¸os de Banach do tipo Tsirelson. Mais ainda, e´ respondida para certas a´lgebras de func¸o˜es
holomorfas que sa˜o generalizac¸o˜es de Hb(U) e Hb(V ).
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3.1 Operadores de composic¸a˜o entre a´lgebras de func¸o˜es
holomorfas de tipo limitado
Sejam E um espac¸o de Banach complexo e U um subconjunto aberto de E. Lembramos que uma




Un e dUn+1(Un) > 0, para todo n ∈ N.
Sejam F um espac¸o de Banach, e U = (Un)n∈N uma cobertura regular de U . Denotamos por
H∞(U ;F ) o espac¸o vetorial de todas as aplicac¸o˜es holomorfas f : U −→ F que sa˜o limitadas em
cada Un, para n ∈ N. H∞(U ;F ) e´ um espac¸o de Fre´chet para a topologia da convergeˆncia uniforme
sobre os conjuntos Un. Quando F = C, escrevemos H∞(U) ao inve´s de H∞(U ;C). Neste caso temos
que H∞(U) e´ uma a´lgebra de Fre´chet.
E´ claro que cada aplicac¸a˜o holomorfa ϕ : V −→ U define um operador de composic¸a˜o entre as
a´lgebras H(U) e H(V ). Mas esse resultado na˜o vale no caso das a´lgebras H∞(U) e H∞(V). Na
pro´xima proposic¸a˜o caracterizamos as aplicac¸o˜es holomorfas ϕ : V −→ U que definem um operador
de composic¸a˜o entre H∞(U) e H∞(V). Lembramos que se A ⊆ U , enta˜o ÂH∞(U) e´ o conjunto:
ÂH∞(U) = {x ∈ U : |f(x)| ≤ sup
A
|f |, para toda f ∈ H∞(U)}.
Proposic¸a˜o 3.1.1. Sejam E, F espac¸os de Banach, U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos, U =
(Un)n∈N e V = (Vn)n∈N coberturas regulares de U e V , respectivamente. Considere ϕ ∈ H(V ;E).
Enta˜o o operador Cϕ : H∞(U) −→ H∞(V) definido por Cϕ(f) = f ◦ ϕ, para toda f ∈ H∞(U), esta´
bem definido e e´ um homomorfismo cont´ınuo se e somente se para cada k ∈ N existe nk ∈ N tal que
ϕ(Vk) ⊆ (Ûnk)H∞(U).
Demonstrac¸a˜o: Vamos inicialmente supor que Cϕ esta´ bem definido e e´ um homomorfismo
cont´ınuo. Seja k ∈ N. Como Cϕ por hipo´tese e´ cont´ınuo, temos que existem C > 0 e nk ∈ N tais que
sup
Vk
|Cϕ(f)| ≤ C sup
Unk
|f |, para toda f ∈ H∞(U).
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|f |, para toda f ∈ H∞(U).
Seja agora y ∈ Vk. Enta˜o |f(ϕ(y))| = |Cϕ(f)(y)| ≤ supUnk |f |, para toda f ∈ H∞(U), ou seja,
ϕ(y) ∈ (Ûnk)H∞(U). Como y e´ um elemento arbitra´rio de Vk, segue que ϕ(Vk) ⊆ (Ûnk)H∞(U).
Reciprocamente, vamos supor que para cada k ∈ N existe nk ∈ N tal que ϕ(Vk) ⊆ (Ûnk)H∞(U)
e provar que Cϕ esta´ bem definido e e´ um homomorfismo cont´ınuo entre a´lgebras. Para mostrar
que Cϕ esta´ bem definido, e´ preciso garantir que f ◦ ϕ ∈ H∞(V), para toda f ∈ H∞(U), ou seja,
precisamos provar que f ◦ ϕ e´ limitada em cada Vk. Para tal seja k ∈ N. Por hipo´tese temos que
existe nk ∈ N tal que ϕ(Vk) ⊆ (Ûnk)H∞(U). Ou seja, se y ∈ Vk e enta˜o ϕ(y) ∈ (Ûnk)H∞(U). Logo
|f(ϕ(y))| ≤ sup
Unk
|f | <∞, para toda f ∈ H∞(U). (3.1)
Como y e´ um elemento arbitra´rio de Vk, segue que f ◦ ϕ e´ limitada em Vk, para todos k ∈ N e
f ∈ H∞(U), provando assim que f ◦ϕ ∈ H∞(V), para toda f ∈ H∞(U). Por fim, segue de (3.1) que
Cϕ e´ um homomorfismo cont´ınuo entre as a´lgebras H∞(U) e H∞(V), terminando a demonstrac¸a˜o.
A proposic¸a˜o acima motiva a seguinte definic¸a˜o.
Definic¸a˜o 3.1.2. Sejam E e F espac¸os de Banach, U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos e U =
(Un)n∈N e V = (Vn)n∈N coberturas regulares de U e V , respectivamente.
(1) Denotamos por H∞(V ;U) o conjunto das aplicac¸o˜es ϕ ∈ H(V ;E) tais que para cada k ∈ N
existe nk ∈ N tal que ϕ(Vk) ⊆ (Ûnk)H∞(U).
(2) Seja ϕ ∈ H∞(V ;U). Enta˜o o operador Cϕ : H∞(U) −→ H∞(V) definido por Cϕ(f) = f ◦ ϕ,
para toda f ∈ H∞(U), e´ chamado de operador de composic¸a˜o.
O pro´ximo lema, relativo a operadores de composic¸a˜o, sera´ utilizado posteriormente neste texto.
Sua demonstrac¸a˜o e´ ana´loga a` do Lema 2.1.1, e por isso sera´ omitida.
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Lema 3.1.3. Sejam E, F e G espac¸os de Banach e U ⊆ E, V ⊆ F e W ⊆ G subconjuntos abertos.
Sejam U = (Un)n∈N, V = (Vn)n∈N eW = (Wn)n∈N coberturas regulares de U , V eW , respectivamente.
Sejam ϕ ∈ H∞(V ;U) e ψ ∈ H∞(W ;V). Enta˜o Cψ ◦ Cϕ = Cϕ◦ψ : H∞(U) −→ H∞(W).
3.2 Func¸o˜es holomorfas de tipo limitado em domı´nios
absolutamente convexos
Nesta sec¸a˜o apresentamos teoremas do tipo Banach-Stone para a´lgebras de func¸o˜es holomorfas de
tipo limitado em domı´nios absolutamente convexos.
Em [67], B. Tsirelson constro´i um espac¸o de Banach reflexivo X, com uma base de Schauder
incondicional, que na˜o conte´m nenhum subespac¸o isomorfo a c0 ou a qualquer lp. R. Alencar, R.
Aron e S. Dineen provam em [1] que Pf (mX) e´ denso em norma em P(mX), para todo m ∈ N.
Inspirados por este resultado, dizemos que um espac¸o de Banach E e´ do tipo Tsirelson se E e´
reflexivo e Pf (mE) e´ denso em norma em P(mE), para todo m ∈ N.
A fim de demonstrar o resultado principal desta sec¸a˜o, vamos provar um resultado intermedia´rio,
que e´ o pro´ximo teorema.
Teorema 3.2.1. Sejam E um espac¸o de Banach do tipo Tsirelson, e F um espac¸o de Banach.
Sejam U ⊆ E um subconjunto aberto convexo e equilibrado e V ⊆ F um subconjunto aberto. Sejam
U = (Un)n∈N e V = (Vn)n∈N coberturas regulares de U e V respectivamente, onde cada Un e´ limitado
e circular. Enta˜o para cada homomorfismo cont´ınuo T : H∞(U) −→ H∞(V) existe uma u´nica
aplicac¸a˜o ϕ : V −→ U tal que T (f) = f ◦ ϕ, para toda f ∈ H∞(U). A aplicac¸a˜o ϕ pertence a
H∞(V ;U).
Para provar este teorema, usamos o seguinte resultado.
Teorema 3.2.2 (J. Mujica, [54]). Sejam E um espac¸o de Banach do tipo Tsirelson, U ⊆ E um
subconjunto aberto convexo e equilibrado e U = (Un)n∈N uma cobertura regular de U onde cada Un e´
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limitado e circular. Enta˜o o espectro de H∞(U) e´ identificado com U .
Demonstrac¸a˜o do Teorema 3.2.1: Seja T : H∞(U) −→ H∞(V) um homomorfismo cont´ınuo.
Vamos construir uma aplicac¸a˜o holomorfa ϕ : V −→ U . Para tal seja w ∈ V . Enta˜o δw ◦ T :
H∞(U) −→ C e´ um homomorfismo complexo cont´ınuo. Pelo Teorema 3.2.2, existe um u´nico z ∈ U
tal que δw ◦ T = δz. Definamos ϕ : V −→ U por ϕ(w) = z. Temos que
(δw ◦ T )(f) = f(z) = f(ϕ(w)), para todosw ∈ V, f ∈ H∞(U),
ou seja, T (f)(w) = f(ϕ(w)) para todos w ∈ V e f ∈ H∞(U). Logo T (f) = f ◦ ϕ, para toda
f ∈ H∞(U).
Em particular, temos que T (f) = f ◦ ϕ ∈ H∞(V), para toda f ∈ E ′, ou seja, ϕ e´ w-holomorfa e
consequentemente holomorfa, por [51, Teorema 8.12.b]. Para provar a unicidade de ϕ, vamos supor
que existe uma aplicac¸a˜o holomorfa ψ : V −→ U tal que T (f) = f ◦ ψ, para toda f ∈ H∞(U).
Portanto f ◦ ψ = f ◦ ϕ, para toda f ∈ H∞(U). Em particular, temos que f(ψ(w)) = f(ϕ(w)), para
todos f ∈ E ′ e w ∈ V . Segue do teorema de Hahn-Banach que ψ(w) = ϕ(w), para todo w ∈ V , ou
seja, ψ = ϕ e portanto ϕ e´ u´nica.
Resta mostrar que ϕ ∈ H∞(V ;U). Mas isto e´ imediato, pois, uma vez que T = Cϕ e´ um
homomorfismo cont´ınuo, segue da Proposic¸a˜o 3.1.1 que ϕ ∈ H∞(V ;U).
Agora estamos prontos para demonstrar o seguinte resultado, que e´ o principal teorema desta
sec¸a˜o.
Teorema 3.2.3. Sejam E e F espac¸os de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson. Sejam
U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos convexos e equilibrados, U = (Un)n∈N e V = (Vn)n∈N coberturas
regulares de U e V respectivamente, tais que cada Un e Vn sa˜o limitados e circulares. Enta˜o as
seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes.
(1) Existe uma aplicac¸a˜o bijetiva ϕ : V −→ U tal que ϕ ∈ H∞(V ;U) e ϕ−1 ∈ H∞(U ;V).
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(2) As a´lgebras H∞(U) e H∞(V) sa˜o topologicamente isomorfas.
Demonstrac¸a˜o:
(1) ⇒ (2) Como ϕ ∈ H∞(V ;U), segue da Proposic¸a˜o 3.1.1 que o operador Cϕ : H∞(U) −→
H∞(V) esta´ bem definido, e e´ um homomorfismo cont´ınuo, e analogamente para Cϕ−1 . Pelo Lema
3.1.3 temos que Cϕ ◦ Cϕ−1 = Cϕ−1◦ϕ = Cid = Id e analogamente Cϕ−1 ◦ Cϕ = Id. Logo Cϕ e´ uma
bijec¸a˜o e (Cϕ)
−1 = Cϕ−1 . Assim as a´lgebras H∞(U) e H∞(V) sa˜o topologicamente isomorfas.
(2)⇒ (1)
(a) Vamos supor inicialmente que E e F sa˜o do tipo Tsirelson. Seja T : H∞(U) −→ H∞(V) um
isomorfismo topolo´gico. Pelo Teorema 3.2.1, existem ϕ ∈ H∞(V ;U) com ϕ(V ) ⊆ U e ψ ∈ H∞(U ;V)
com ψ(U) ⊆ V , tais que T (f) = f ◦ ϕ e T−1(g) = g ◦ ψ, para todas f ∈ H∞(U) e g ∈ H∞(V).
Vamos mostrar que ϕ e´ invert´ıvel e que ϕ−1 = ψ. Com efeito, temos que Id = T ◦ T−1, ou seja,
g = g ◦ψ ◦ϕ, para cada g ∈ H∞(V). Portanto, para cada w ∈ V temos que g(w) = g(ψ(ϕ(w)), para
todo funcional g ∈ F ′. Por Hahn-Banach, temos que w = ψ(ϕ(w)), para todo w ∈ V . Analogamente
mostramos que z = ϕ(ψ(z)), para todo z ∈ U , o que mostra que ϕ e´ invert´ıvel e que ϕ−1 = ψ.
(b) Vamos supor agora que somente E e´ do tipo Tsirelson, e provar que F tambe´m e´. Seja
ϕ : V −→ U a aplicac¸a˜o holomorfa obtida no Teorema 3.2.1. Para cada z ∈ U temos que δz ◦ T−1 :
H∞(V) −→ C e´ um homomorfismo complexo cont´ınuo, e portanto existem n ∈ N e C > 0 tais que
|δz ◦ T−1(g)| ≤ C‖g‖Vn ,
para toda g ∈ H∞(U). Como Vn e´ limitado e F ′ ⊂ H∞(V), segue que δz ◦ T−1|F ′ e´ um elemento de
F ′′ = F . Portanto existe um u´nico b ∈ F tal que δz ◦ T−1|F ′ = δb.
Definamos ψ : U −→ F por ψ(z) = b, para todo z ∈ U e assim temos que T−1(g)(z) = g(b) =
g(ψ(z)), para todos g ∈ F ′ e z ∈ U . Em particular segue que T−1(g) = g ◦ ψ ∈ H∞(U), para todo
g ∈ F ′, o que mostra que ψ e´ fracamente holomorfa e portanto holomorfa por [51, Teorema 8.12.b].
Aplicando T em ambos os lados da u´ltima igualdade, temos que g = g ◦ ψ ◦ ϕ, para todo g ∈ F ′.
Pelo Teorema de Hahn-Banach segue que ψ ◦ϕ : V −→ F e´ a aplicac¸a˜o inclusa˜o. Aplicando o Lema
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2.2.2, temos que F e´ topologicamente isomorfo a um subspac¸o complementado de E, e assim segue
da Proposic¸a˜o 1.3.1 que F e´ do tipo Tsirelson. Para concluir a demonstrac¸a˜o, basta aplicar a parte
(a).
Como consequeˆncia do Teorema 3.2.3, temos o seguinte resultado de extensa˜o.
Corola´rio 3.2.4. Sejam E e F espac¸os de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson. Sejam
U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos convexos e equilibrados, U = (Un)n∈N e V = (Vn)n∈N cober-
turas regulares de U e V respectivamente, tais que cada Un e Vn sa˜o limitados e circulares. Se as
a´lgebras H∞(U) e H∞(V) sa˜o topologicamente isomorfas enta˜o as a´lgebras (H(U), τ) e (H(V ), τ)
sa˜o topologicamente isomorfas, para τ=τ0, τω e τδ.
Demonstrac¸a˜o: Se H∞(U) e H∞(V) sa˜o topologicamente isomorfas, enta˜o pelo Teorema 3.2.3
existe uma aplicac¸a˜o biholomorfa ϕ : V −→ U . Consideremos o operador de composic¸a˜o Cϕ :
(H(U), τ) −→ (H(V ), τ). Enta˜o Cϕ e´ um isomorfismo topolo´gico para τ0, τω e τδ, pela Proposic¸a˜o
2.1.2.
Consideremos agora os seguintes subconjuntos abertos de U .
Un = {x ∈ U : ‖x‖ < n e dU(x) > 2−n}, para todo n ∈ N.
A famı´lia U = (Un)n∈N forma uma sequeˆncia fundamenteal de subconjuntos abertos U -limitados que
cobre U e dUn+1(Un) > 0, para cada n ∈ N. Na˜o e´ dif´ıcil ver que, neste caso, o espac¸o H∞(U ;F ) e´
na verdade Hb(U ;F ), o espac¸o das aplicac¸o˜es holomorfas de tipo limitado de U em F , para qualquer
espac¸o de Banach F . Sejam V ⊆ F um subconjunto aberto, e V = (Vn) definido de maneira similar
a` feita acima. Enta˜o o conjunto H∞(V ;U) sera´ denotado por Hb(V ;U).
E´ natural perguntar se o conjunto
Hb(V ;U) = {ϕ ∈ H(V ;F ) : ϕ(V ) ⊆ U e para cada k ∈ N existe nk ∈ N tal que ϕ(Vk) ⊆ (Ûnk)Hb(U)}
coincide com o conjunto de todas as aplicac¸o˜es holomorfas ϕ : V −→ U que levam subconjuntos
V -limitados em subconjuntos U -limitados. E´ claro que se ϕ e´ tal aplicac¸a˜o, enta˜o ϕ ∈ Hb(V ;U) e
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portanto uma inclusa˜o entre os dois conjuntos sempre vale. A inclusa˜o oposta vale quando o aberto
U pertence a` classe dos subconjuntos abertos Hb(U)-convexos, que introduzimos a seguir.
Sejam E um espac¸o de Banach, U um subconjunto aberto de E e A um subconjunto U -limitado.
Consideremos o seguinte conjunto
ÂHb(U) = {x ∈ U : |f(x)| ≤ sup
A
|f |, para toda f ∈ Hb(U)}.
Dizemos que U e´ Hb(U)-convexo se ÂHb(U) e´ um subconjunto U -limitado, para todo A subconjunto
U -limitado.
Por exemplo, todo aberto convexo e´ Hb(U)-convexo. De fato, como C ⊕ E ′ ⊆ Hb(U), enta˜o
(Ûn)Hb(U) ⊆ (Ûn)C⊕E′ , para todo n ∈ N. Agora segue da Proposic¸a˜o 1.4.7 que (Ûn)C⊕E′ e´ limitado e
que dU((Ûn)C⊕E′) = dU(Un) > 0, para todo n ∈ N. Ou seja, (Ûn)Hb(U) e´ U -limitado, para todo n ∈ N
e portanto U e´ Hb(U)-convexo.
Na pro´xima proposic¸a˜o respondemos a` pergunta feita acima, para abertos Hb(U)-convexos.
Proposic¸a˜o 3.2.5. Sejam E, F espac¸os de Banach, U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos, onde
U e´ Hb(U)-convexo. Enta˜o o espac¸o Hb(V ;U) coincide com o espac¸o das aplicac¸o˜es holomorfas
ϕ : V −→ U que levam subconjuntos V -limitados em subconjuntos U-limitados.
Demonstrac¸a˜o: Sejam ϕ ∈ Hb(V ;U) e B um subconjunto V -limitado. Enta˜o existe k ∈ N
tal que B ⊆ Vk. Por hipo´tese existe nk ∈ N tal que ϕ(Vk) ⊆ (Ûnk)Hb(U). Agora (Ûnk)Hb(U) e´ um
subconjunto U -limitado, pois U e´ Hb(U)-convexo.
Se U e´ convexo e equilibrado enta˜o segue da Proposic¸a˜o 1.4.5 que a sequeˆncia (Un)n∈N satisfaz as
hipo´teses do Teorema 3.2.3, e assim temos os seguintes corola´rios.
Corola´rio 3.2.6. Sejam E e F espac¸os de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson. Sejam
U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos convexos e equilibrados. Enta˜o as seguintes condic¸o˜es sa˜o
equivalentes.
(1) Existe uma aplicac¸a˜o bijetiva ϕ : V −→ U tal que ϕ ∈ Hb(V ;U) e ϕ−1 ∈ Hb(U ;V ).
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(2) As a´lgebras Hb(U) e Hb(V ) sa˜o topologicamente isomorfas.
Corola´rio 3.2.7. Sejam E e F espac¸os de Banach reflexivos, um deles do tipo Tsirelson. Sejam
U ⊆ E e V ⊆ F subconjuntos abertos convexos e equilibrados. Se as a´lgebras Hb(U) e Hb(V ) sa˜o
topologicamente isomorfas enta˜o as a´lgebras (H(U), τ) e (H(V ), τ) sa˜o topologicamente isomorfas,
para τ=τ0, τω e τδ.
O Corola´rio 3.2.6 foi obtido de maneira independente em [16], como consequeˆncia do seguinte
teorema.
Teorema 3.2.8 (D. Carando, D. Garc´ıa, M. Maestre, [16]). Sejam E e F espac¸os de Banach,
e suponha que Pf (mE ′′) e´ denso em norma em P(mE ′′), para todo m ∈ N. Sejam U ⊆ E e V ⊆ F
subconjuntos abertos convexos e equilibrados. Enta˜o as seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes.
(1) As a´lgebras Hb(U) e Hb(V ) sa˜o topologicamente isomorfas.
























Se os espac¸os de Banach E e F na˜o sa˜o reflexivos, vemos pelo Teorema acima que na˜o se pode
obter um teorema do tipo Banach-Stone tal como esta´ enunciado no Corola´rio 3.2.6, em outras
palavras, a aplicac¸a˜o biholomorfa no caso na˜o reflexivo se da´ entre dois subconjuntos abertos dos
respectivos biduais E ′′ e F ′′, e na˜o de E e F .
No pro´ximo exemplo mostramos que em qualquer espac¸o de dimensa˜o finita e´ poss´ıvel construir
um par de abertos H e D onde um deles na˜o e´ um domı´nio de holomorfia e o Corola´rio 3.2.6 falha.
Mais especificamente, demonstramos que as a´lgebras Hb(H) e Hb(D) sa˜o topologicamente isomorfas
mas H e D na˜o sa˜o biholomorficamente equivalentes. Apesar de ser um caso particular do Exemplo
2.4.6, vamos apresentar a demonstrac¸a˜o, pois neste caso ela e´ um pouco diferente e bem mais simples.
Exemplo 3.2.9. Sejam D = {z = (z1, · · · , zn) ∈ Cn : |zj| < Rj, para j = 1, · · · , n}, onde n ≥ 2 e
0 < Rj ≤ ∞, para todo j = 1, · · · , n; e H = {z = (z1, z2, · · · , zn) ∈ D, : |z1| > r1 ou |z2| < r2}, onde
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0 < rj < Rj ≤ ∞, para j = 1, 2. Enta˜o as a´lgebras Hb(H) e Hb(D) sa˜o topologicamente isomorfas
mas H e D na˜o sa˜o biholomorficamente equivalentes.
Demonstrac¸a˜o: Vamos provar que cada f ∈ Hb(H) admite uma u´nica extensa˜o f˜ ∈ Hb(D).
Para tal, sejam ρ1 > 0 tal que r1 < ρ1 < R1 e D
′ = {z = (z1, z2, · · · , zn) ∈ D : |z1| < ρ1}. Observe






f(ζ1, z2, · · · , zn)
ζ1 − z1 dζ1, para toda z ∈ D
′.
Pelos mesmos argumentos de [51, Exemplo 10.2] ou do Exemplo 2.4.6, temos que g e´ separadamente
holomorfa e como g e´ claramente localmente limitada, segue de [51, Lemas 8.8 e 8.9] que g e´ holomorfa,
ou seja g ∈ H(D′). Pela Fo´rmula Integral de Cauchy para func¸o˜es holomorfas de uma varia´vel, temos
que g(z) = f(z) para todo z = (z1, z2, · · · , zn) tal que |z1| < ρ1 e |z2| < r2, e portanto para todo
z ∈ D′ ∩ H, pois D′ ∩ H e´ conexo. Assim a func¸a˜o f˜ definida por f˜ = f em H e f˜ = g em D′ e´
a extensa˜o procurada. A unicidade da extensa˜o e´ clara. Portanto H na˜o pode ser um domı´nio de
holomorfia.
Agora definamos T : Hb(H) −→ Hb(D) por T (f) = f˜ , para toda f ∈ Hb(H). E´ claro que T e´ um
isomorfismo entre a´lgebras e T−1 : Hb(D) −→ Hb(H) e´ o operador restric¸a˜o. Como T−1 : Hb(D) −→
Hb(H) e´ cont´ınuo e Hb(H) e Hb(D) sa˜o a´lgebras de Fre´chet, segue do Teorema da Aplicac¸a˜o Aberta
que T e´ um isomorfismo topolo´gico.
Para mostrar que H e D na˜o sa˜o biholomorficamente equivalentes, basta seguir os mesmos argu-
mentos do Exemplo 2.4.6.
O Exemplo 3.2.9 nos leva a crer que os Teoremas do tipo Banach-Stone para a´lgebras de func¸o˜es
holomorfas de tipo limitado tambe´m na˜o podem ir ale´m de domı´nios de holomorfia.
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Cap´ıtulo 4
Germes de func¸o˜es holomorfas em
espac¸os de Banach
Primeiro, fac¸a o necessa´rio; depois fac¸a o poss´ıvel, e de repente voceˆ vai perceber que pode fazer o
imposs´ıvel. (Sa˜o Francisco de Assis)
Uma outra a´lgebra que merece destaque e´ a a´lgebra de germes holomorfos em um compacto de
um espac¸o de Banach. Neste cap´ıtulo apresentamos teoremas do tipo Banach-Stone para a´lgebras de
germes holomorfos em subconjuntos compactos absolutamente convexos em espac¸os do tipo Tsirelson
e do tipo Tsirelson-James. Ainda que existam estudos acerca do espectro de a´lgebras de germes
holomorfos, vemos nesta sec¸a˜o que a te´cnica para estabelecer teoremas do tipo Banach-Stone para
tais a´lgebras difere da que tem sido utilizada nos cap´ıtulos anteriores.
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4.1 Germes de func¸o˜es holomorfas em espac¸os do tipo
Tsirelson
Nesta sec¸a˜o apresentamos teoremas do tipo Banach-Stone para a´lgebras de germes de func¸o˜es holo-
morfas em subconjuntos compactos absolutamente convexos.
Sejam E e F espac¸os de Banach, K ⊂ E e L ⊂ F subconjuntos compactos. Dizemos que KE
e LF sa˜o biholomorficamente equivalentes se existem subconjuntos abertos U ⊆ E e V ⊆ F com
K ⊂ U e L ⊂ V e uma aplicac¸a˜o biholomorfa ϕ : V −→ U tal que ϕ(L) = K.
A seguir temos o principal teorema desta sec¸a˜o.
Teorema 4.1.1. Sejam E e F espac¸os do tipo Tsirelson, K ⊂ E e L ⊂ F subconjuntos compactos
convexos e equilibrados. Enta˜o as seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes.
(1) KE e LF sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(2) As a´lgebras H(K) e H(L) sa˜o topologicamente isomorfas.
Demonstrac¸a˜o:
(1)⇒ (2) Sejam V ⊃ L, U ⊃ K subconjuntos abertos, e ϕ : V −→ U uma aplicac¸a˜o biholomorfa
tal que ϕ(L) = K. Definamos T : H(K) −→ H(L) da seguinte forma. Dada [f ] ∈ H(K), escolhamos
um representante f ∈ H(U0), onde U0 e´ um aberto de E contendo K, e seja V0 = ϕ−1(U ∩U0). Enta˜o
definimos T ([f ]) = [f ◦ (ϕ|V0)] ∈ H(L), pois L ⊂ V0.
Sejam [f1], [f2] ∈ H(K) tais que [f1] = [f2]. Consideremos U1 e U2 subconjuntos abertos de E
contendo K tais que f1 ∈ H(U1) e f2 ∈ H(U2), e O ⊆ U1 ∩ U2 tal que f1 = f2 em O. Sejam
V1 = ϕ
−1(U ∩ U1), V2 = ϕ−1(U ∩ U2) e W = ϕ−1(U ∩ O). Enta˜o W e´ um subconjunto aberto de
V ∩ V1 ∩ V2 contendo L. Seja w ∈W . Enta˜o
f1 ◦ (ϕ|V1)(w) = f1 ◦ ϕ(w) = f1|U∩O(ϕ(w)) = f2|U∩O(ϕ(w)) = f2 ◦ ϕ(w) = f2 ◦ (ϕ|V2)(w).
Logo [f1 ◦ (ϕ|V1)] = [f2 ◦ (ϕ|V2)], ou seja, T ([f1]) = T ([f2]). Assim T esta´ bem definida.
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Para mostrar que T e´ linear, considere [f1], [f2] ∈ H(K) e os abertos constru´ıdos acima. Na˜o e´
dif´ıcil ver que
[f1 ◦ (ϕ|V1) + f2 ◦ (ϕ|V2)] = [(f1 + f2) ◦ (ϕ|W )],
uma vez que W ⊆ V ∩ V1 ∩ V2. Com isso conclu´ımos que
T ([f1] + [f2]) = T ([f1 + f2]) = [(f1 + f2) ◦ (ϕ|W )] =
= [f1 ◦ (ϕ|V1) + f2 ◦ (ϕ|V2)] = [f1 ◦ (ϕ|V1)] + [f2 ◦ (ϕ|V2)] = T ([f1]) + T ([f2]).
De maneira ana´loga mostramos que T (λ[f ]) = λT ([f ]), para todos λ ∈ C e [f ] ∈ H(K), e tambe´m
que T e´ multiplicativa. Portanto T e´ um homomorfismo entre a´lgebras.
Para mostrar que T e´ cont´ınuo, sejam Uα ⊃ K um subconjunto aberto e Vα = ϕ−1(U ∩Uα) ⊆ V .
Denotemos ϕα = ϕ|Vα : Vα −→ E, com ϕα(Vα) ⊆ Uα. Considere iUα : H(Uα) ↪→ (H(K), τω) a inclusa˜o
canoˆnica, e da mesma forma iVα : H(Vα) ↪→ (H(L), τω). Enta˜o o seguinte diagrama e´ comutativo.
(H(K), τω) T−−−→ (H(L), τω)
iUα
x xiVα
(H(Uα), τω) Cϕα−−−→ (H(Vα), τω)
Com efeito, seja f ∈ H(Uα). Enta˜o T ◦ iUα(f) = T ([f ]) = [f ◦ (ϕ|Vα)] = [f ◦ ϕα] = iVα(f ◦ ϕα) =
iVα ◦ Cϕα(f).
Como pela Proposic¸a˜o 2.1.2 Cϕα e´ cont´ınuo, conclu´ımos que T tambe´m e´ cont´ınuo pelo Teorema
1.2.7. Seja ψ = ϕ−1, e definamos S : H(L) −→ H(K) da mesma maneira que definimos T , usando
neste caso ψ ao inve´s de ϕ, e vamos mostrar que as a´lgebras H(K) e H(L) sa˜o topologicamente
isomorfas.
Dada [f ] ∈ H(K), sejam U0 um aberto de E contendo K tal que f ∈ H(U0); e V0 = ϕ−1(U ∩U0).
Enta˜o por definic¸a˜o T ([f ]) = [f ◦ (ϕ|V0)]. Agora pela definic¸a˜o de S segue que
S(T ([f ])) = S([f ◦ (ϕ|V0)]) = [f ◦ (ϕ|V0) ◦ (ψ|U∩U0)] = [f ],
pois (ϕ|V0) ◦ (ψ|U∩U0) e´ a identidade em U ∩ U0. De maneira ana´loga provamos que T (S([g])) = [g],
para todo [g] ∈ H(L), ou seja S = T−1.
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(2)⇒ (1) Seja T : H(K) −→ H(L) um isomorfismo topolo´gico, e denotemos S = T−1. Recorde-
mos que Un = K +BE(0,
1
n
) e Vn = L+BF (0,
1
n
), para todo n ∈ N. Fixemos k ∈ N e consideremos
T ◦ ik : Hb(Uk) −→ H(L).
Como Hb(Uk) e´ um espac¸o de Fre´chet e (H(L), τω) = lim−→k∈NHb(Vk), segue do Teorema 1.2.8 que






Ou em outras palavras T ◦ ik = imk ◦ Tk. Sejam f1, f2 ∈ Hb(Uk). Enta˜o [Tk(f1 · f2)] = imk ◦
Tk(f1 · f2) = T ◦ ik(f1 · f2) = T ([f1 · f2]) = T ([f1]) · T ([f2]) = (T ◦ ik(f1)) · (T ◦ ik(f2)) = (imk ◦
Tk(f1)) · (imk ◦ Tk(f2)) = [Tk(f1) · Tk(f2)]. Portanto existe um subconjunto aberto W ⊆ Vmk tal
que Tk(f1 · f2) = Tk(f1) · Tk(f2) em W . Como Vmk e´ convexo, segue do Princ´ıpio da Identidade [51,
Proposic¸a˜o 5.7] que Tk(f1 · f2) = Tk(f1) · Tk(f2) em Vmk , e assim Tk e´ multiplicativo.
Como E e´ do tipo Tsirelson e Uk e´ convexo e equilibrado, segue do Corola´rio 3.2.6 que existe uma
aplicac¸a˜o holomorfa ϕk : Vmk −→ E com ϕk(Vmk) ⊆ Uk, tal que Tk = Cϕk . Aplicando este mesmo
argumento ao isomorfismo topolo´gico S : H(L) −→ H(K) e ao inteiro mk, podemos encontrar um
inteiro nk, estritamente maior que k, e uma aplicac¸a˜o holomorfa ψk : Unk −→ F com ψk(Unk) ⊆ Vmk ,






Ou seja, S ◦ imk = ink ◦ Cψk . Como T ◦ ik = imk ◦ Tk, aplicando S nesta igualdade, obtemos
S ◦ T ◦ ik = S ◦ imk ◦ Tk = ink ◦ Cψk ◦ Cϕk , e assim
ik = ink ◦ Cψk ◦ Cϕk .
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Em particular temos que ik(f) = ink ◦ Cψk ◦ Cϕk(f), para todo funcional linear f ∈ E ′, ou seja
[f ] = [f ◦ ϕk ◦ ψk], para todo f ∈ E ′. Portanto existe um aberto O ⊆ Unk tal que f = f ◦ ϕk ◦ ψk
em O. Como Unk e´ convexo, segue novamente do Princ´ıpio de Identidade [51, Proposic¸a˜o 5.7] que
f = f ◦ ϕk ◦ ψk em Unk , para todo f ∈ E ′, e assim conclu´ımos atrave´s do Teorema de Hahn-Banach
que ϕk ◦ ψk : Unk −→ Uk e´ a aplicac¸a˜o inclusa˜o.
Assim, temos sequeˆncias crescentes (nk)k∈N, (mk)k∈N; e aplicac¸o˜es holomorfas
ϕk : Vmk −→ Uk e ψk : Unk −→ Vmk ,
tais que ϕk ◦ ψk : Unk −→ Uk e´ a aplicac¸a˜o inclusa˜o, para todo k ∈ N.
Afirmac¸a˜o 1: ϕ1 = ϕk sobre cada Vmk . De fato, como E
′ ⊆ Hb(Uk), para todo k ∈ N, temos
que T ([f ]) = [f ◦ϕ1] = [f ◦ϕk], para cada f ∈ E ′ e cada k ∈ N. Atrave´s de um racioc´ınio ja´ utilizado
nesta demonstrac¸a˜o, conclu´ımos que f ◦ ϕ1 = f ◦ ϕk em Vmk , para todo f ∈ E ′ e pelo Teorema de
Hahn-Banach que ϕ1 = ϕk em Vmk . Pelos mesmos argumentos mostramos que ψ1 = ψk sobre cada
Unk .
Afirmac¸a˜o 2: T depende apenas de ϕ1. Com efeito, sejam [f ] ∈ H(K) e k ∈ N tal que




]; e de maneira ana´loga, para





Afirmac¸a˜o 3: ϕ1(L) ⊆ K. De fato, como L ⊂ Vmk , para todo k ∈ N, segue da Afirmac¸a˜o 1 que
ϕ1(L) = ϕk(L) ⊆ Uk = K + B(0, 1k ), para todo k ∈ N. Como K e´ fechado, segue que ϕ1(L) ⊆ K.
Pelos mesmos argumentos temos que ψ1(K) ⊆ L.
Como vemos atrave´s das Afirmac¸o˜es 1, 2 e 3, ϕ1 parece ser a principal candidata para a aplicac¸a˜o
biholomorfa que leva L em K. Neste sentido, iremos nos restringir daqui em diante aos abertos Un1 ,
Vm1 e Vmn1 .
Para cada g ∈ F ′ ⊆ Hb(Vm1) temos que S([g]) = [g ◦ ψ1]. Como g ◦ ψ1 ∈ Hb(Un1) segue da
Afirmac¸a˜o 2 que T ◦ S([g]) = [(g ◦ ψ1) ◦ ϕn1 ] = [g ◦ ψ1 ◦ (ϕ1|Vmn1 )]. Por outro lado, T ◦ S([g]) = [g],
e como Vmn1 e´ convexo, segue do Princ´ıpio de Identidade [51, Proposic¸a˜o 5.7] que g = g ◦ ψ1 ◦ ϕ1
em Vmn1 , para todo g ∈ F ′. Pelo Teorema de Hahn-Banach temos que ψ1 ◦ ϕ1 : V −→ V e´ a
60
aplicac¸a˜o identidade, onde V = Vmn1 . Se denotarmos U = ψ
−1
1 (V ), temos que U ⊆ Un1 e assim
ϕ1 ◦ ψ1 : U −→ U e´ a aplicac¸a˜o identidade.
Como ψ1(ϕ1(V )) = V , temos que ϕ1(V ) ⊆ ψ−11 (V ) = U . Finalmente, definimos ϕ = ϕ1|V : V −→
U e ψ = ψ1|U : U −→ V . Assim temos que ϕ−1 = ψ e pela Afirmac¸a˜o 3 segue que ϕ(L) = K. Com
isso conclu´ımos que K e L sa˜o biholomorficamente equivalentes.
A demonstrac¸a˜o do Teorema 4.1.1 foi inspirada em ide´ias de [19, 20].
Na˜o sabemos se o Teorema 4.1.1 continua va´lido se apenas um dos espac¸os de Banach E ou F e´
do tipo Tsirelson.
E´ claro que todo espac¸o de dimensa˜o finita e´ do tipo Tsirelson, mas neste caso o Teorema 4.1.1 e´
va´lido para uma classe maior de subconjuntos compactos, a saber os conjuntos Oka-Weil compactos.
Dizemos que um subconjunto compacto K de um espac¸o de Banach e´ Oka-Weil compacto se existe
um conjunto aberto pseudoconvexo U contendo K tal que K = K̂Ps(U).
Um subconjunto compacto K de um espac¸o de Banach E e´ polinomialmente convexo se K̂P(E) =
K. Se K e´ formado de dois elementos, enta˜o K e´ polinomialmente convexo. Seja (xn)n∈N uma
sequeˆncia convergindo a um ponto x ∈ E. Enta˜o K = {xn : n ∈ N} ∪ {x} e´ polinomialmente
convexo.
Exemplos 4.1.2. A seguir apresentamos alguns exemplos de conjuntos Oka-Weil compactos.
(1) Todo compacto polinomialmente convexo e´ Oka-Weil compacto.
(2) Sejam U um aberto pseudoconvexo, L um subconjunto compacto de U e K = L̂Psc(U). Enta˜o
K e´ Oka-Weil compacto.
A seguir temos o resultado anunciado para o caso de espac¸os de dimensa˜o finita.
Teorema 4.1.3. Sejam E e F espac¸os de dimensa˜o finita, K ⊂ E e L ⊂ F subconjuntos Oka-Weil
compactos e conexos. Enta˜o as seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes.
(1) KE e LF sa˜o biholomorficamente equivalentes.
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(2) As a´lgebras H(K) e H(L) sa˜o topologicamente isomorfas.
Demonstrac¸a˜o:
(1)⇒ (2) E´ ideˆntica a` demonstrac¸a˜o do Teorema 4.1.1.
(2) ⇒ (1) Afirmamos que H(K) e´ o limite indutivo de uma sequeˆncia de espac¸os (H(Wn), τω),
onde cadaWn e´ conexo e pseudoconvexo (e o mesmo para H(L)). Com efeito, seja Un = K+B(0; 1n),
para todo n ∈ N. Seja U um aberto pseudoconvexo tal que K = K̂Ps(U). Enta˜o por [51, Teorema
46.2], para cada n ∈ N existe um subconjunto aberto pseudoconvexo Vn tal que K ⊂ Vn ⊆ U ∩ Un.
Seja Wn a componente conexa de Vn que conte´m K. Por [51, Exerc´ıcio 37.A], temos que Wn ⊆ Un
e´ pseudoconvexo. Como H(K) = lim−→n∈N(H(Un), τω) e a inclusa˜o (H(Un), τω) ↪→ (H(Wn), τω) e´
cont´ınua para todo n ∈ N, segue que
H(K) = lim−→n∈N(H(Wn), τω).
Agora basta aplicar os mesmos argumentos da demonstrac¸a˜o do Teorema 4.1.1. O Teorema 1.2.8
pode ser aplicado neste caso uma vez que em dimensa˜o finita (H(Wn), τω) e´ uma a´lgebra de Fre´chet,
para todo n ∈ N. Observamos que para abertos conexos e pseudoconvexos utilizamos o Teorema
2.4.2 ao inve´s do Corola´rio 3.2.6 para obter as sequeˆncias de aplicac¸o˜es holomorfas (ϕk)k∈N e (ψk)k∈N.
4.2 Germes de func¸o˜es holomorfas em espac¸os do tipo
Tsirelson-James
Neste sec¸a˜o mostramos que e´ poss´ıvel generalizar o Teorema 4.1.1 para uma classe especial de espac¸os
de Banach na˜o reflexivos, que sera´ definida a seguir.
Em [17], P. G. Casazza et al constro´em um espac¸o de Banach na˜o reflexivo X que na˜o conte´m
nenhum subespac¸o isomorfo a c0 ou a algum lp, (veja tambe´m [25, Exemplo 2.43]). Em [13, Ob-
servac¸a˜o 5.9.2(b)], G. Botelho mostra que Pf (mX) e´ denso em P(mX), para todo m ∈ N. Em [21,
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Lema 19], e´ provado que X ′′ tambe´m tem esta propriedade. O espac¸o X e´ conhecido como espac¸o
de Tsirelson-James.
Vamos dizer que um espac¸o de Banach E e´ do tipo Tsirelson-James se Pf (mE) e´ denso em P(mE),
para todo m ∈ N. Com esta terminologia, tanto X como X ′′ sa˜o espac¸os do tipo Tsirelson-James.
Exemplos 4.2.1. A seguir apresentamos alguns exemplos de espac¸os do tipo Tsirelson-James.
(1) O espac¸o de sequeˆncias c0 e´ do tipo Tsirelson-James. Veja por exemplo em [13, Observac¸a˜o
5.9.2 (b)]. Este fato e´ conhecido como Teorema de Littlewood-Bogdanowicz-Pelczynski, veja em
[13, Observac¸a˜o 5.9.2 (c)]. Mais geralmente, seja X um espac¸o topolo´gico Hausdorff compacto
e disperso (isto e´, todo subconjunto fechado de X conte´m um ponto isolado). Enta˜o C(X) e´
do tipo Tsirelson-James. Veja por exemplo em [29, Exemplo 2.1].
(2) O predual do espac¸o de Stegall [64] e´ um espac¸o do tipo Tsirelson-James. Isto esta´ demonstrado,
por exemplo, em [66, Proposic¸a˜o 2.2 (3)].
(3) Seja w uma sequeˆncia descrescente de nu´meros positivos em c0 \ `p, para p > 1. Considere o
predual do espac¸o das sequeˆncias de Lorentz d(w, 1) [44, Definic¸a˜o 4.e.1]. Enta˜o tal espac¸o e´
do tipo Tsirelson-James. Isto esta´ demonstrado, por exemplo, em [57, Exemplos 2.4 (b)].
E´ claro que `∞ na˜o e´ do tipo Tsirelson-James, mas na˜o sabemos se os biduais dos espac¸os dos
Exemplos 4.2.1(2) e 4.2.1(3) sa˜o do tipo Tsirelson-James.
A seguir apresentamos o principal resultado desta sec¸a˜o.
Teorema 4.2.2. Sejam E e F espac¸os de Banach tais que E ′′ e F ′′ sa˜o do tipo Tsirelson-James.
Sejam K ⊂ E e L ⊂ F subconjuntos compactos convexos e equilibrados. Enta˜o as seguintes condic¸o˜es
sa˜o equivalentes.
(1) KE′′ e LF ′′ sa˜o biholomorficamente equivalentes.
(2) As a´lgebras H(KE) e H(LF ) sa˜o topologicamente isomorfas.
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Para demonstrar este teorema, necessitamos alguns resultados auxiliares. Os pro´ximos teoremas
sa˜o resultados relativos a` extensa˜o de Aron-Berner, [3], de func¸o˜es holomorfas de tipo limitado em
abertos convexos e equilibrados.
Teorema 4.2.3 (P. Galindo, D. Garc´ıa, M. Maestre, [26]). Seja U um subconjunto aberto
absolutamente convexo de um espac¸o de Banach E. Enta˜o existe uma extensa˜o linear, multiplicativa
e isome´trica AB : H∞(U) −→ H∞( ◦U∗).
Teorema 4.2.4 (P. Galindo, D. Garc´ıa, M. Maestre, [26]). Seja U um subconjunto aberto




tal que f¯ |U = f .
Sejam E um espac¸o de Banach, U ⊆ E um subconjunto aberto convexo e equilibrado e f ∈ H∞(U)
ou f ∈ Hb(U). Durante toda esta sec¸a˜o, f¯ denotara´ a extensa˜o de f obtida nos Teoremas 4.2.3 ou
4.2.4. A pro´xima proposic¸a˜o mostra que em espac¸os do tipo Tsirelson-James, extenso˜es como as dos
Teoremas 4.2.3 e 4.2.4 sa˜o u´nicas.
Proposic¸a˜o 4.2.5. Seja E um espac¸o de Banach tal que E ′′ e´ do tipo Tsirelson-James, e U ⊆ E um




) tais que g|U = f . Enta˜o
g = f¯ .
Demonstrac¸a˜o: Como E ′′ e´ do tipo Tsirelson-James, temos pela Proposic¸a˜o 1.3.2 que E tambe´m




sa˜o equilibrados, segue de [4, Lema 6.2] ou de [15, Proposic¸a˜o 1.1], que f ∈ Hwu(U)








). Por outro lado, como U e´ convexo e equilibrado,




) tal que fˆ |U = f . Logo
g = f¯ = fˆ .
E´ claro que a proposic¸a˜o acima tambe´m vale para f ∈ H∞(U) e sua extensa˜o dada pelo Teorema
4.2.3. Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.2.2.
Demonstrac¸a˜o do Teorema 4.2.2:
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(1)⇒ (2) Sejam B ⊃ L e A ⊃ K subconjuntos abertos de E ′′ e F ′′ respectivamente, e ϕ : B −→ A
uma aplicac¸a˜o biholomorfa tal que ϕ(L) = K. Definamos T : H(KE) −→ H(LF ) da seguinte forma.





e´ um subconjunto aberto de E ′′ que conte´m K, e portanto ϕ−1(
◦
U
∗ ∩ A) e´ um
aberto de F ′′ que conte´m L. Finalmente ϕ−1(
◦
U
∗∩A)∩F e´ um subconjunto aberto de F que conte´m
L. Portanto existe um aberto convexo e equilibrado V ⊆ F tal que
L ⊂ V ⊆ ϕ−1(
◦
U
∗ ∩ A) ∩ F.
Desta forma definimos T ([f ]) = [f¯◦(ϕ|V )]. Procedemos de maneira similar a` feita na demonstrac¸a˜o
do Teorema 4.1.1 para mostrar que T esta´ bem definida e e´ um homomorfismo.
Para mostrar que T e´ cont´ınua, vamos mostrar que para cada k ∈ N existe mk ∈ N e um
homomorfismo cont´ınuo Tk : H∞(Uk) −→ H∞(Vmk) tal que o seguinte diagrama comuta.








∗ ∩A)∩F e´ um subconjunto aberto de F que conte´m L, e portanto existe mk ∈ N
tal que L ⊂ Vmk ⊆ ϕ−1(
◦
Uk





Tk : H∞(Uk) −→ H∞(Vmk) por Tk(f) = f¯ ◦ ϕk, para toda f ∈ H∞(Uk). E´ claro que Tk e´ linear e
multiplicativa, uma vez que Tk e´ a composta do operador de composic¸a˜o Cϕk com o homomorfismo
AB do Teorema 4.2.3.





|Tk(f)(w)| = |f¯(ϕk(w))| ≤ ‖f¯‖ ◦
Uk
∗ = ‖AB(f)‖ = ‖f‖ = ‖f‖Uk ,
e portanto Tk e´ cont´ınua. Vamos agora mostrar que o diagrama comuta, isto e´, que T ◦ ik = imk ◦Tk.
Se f ∈ H∞(Uk), enta˜o imk(Tk(f)) = [f¯ ◦ ϕk] = [f¯ ◦ (ϕ|Vmk )] = T ([f ]) = T ◦ ik(f).
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Se definimos S : H(LF ) −→ H(KE) da mesma forma, usando neste caso ϕ−1 ao inve´s de ϕ, temos
que S = T−1. Com efeito, sejam [g] ∈ H(LF ), Vk ⊆ F convexo e equilibrado tal que g ∈ H∞(Vk), e
Unk ⊆ E tal que S([g]) = [g¯ ◦ (ψ|Unk )], onde ψ = ϕ−1. Seja f = g¯ ◦ (ψ|Unk ) ∈ H∞(Unk). Por um lado






). Como f¯ |Unk = f = g¯ ◦ (ψ|Unk ), segue da Proposic¸a˜o 4.2.5 que
f¯ = g¯ ◦ (ψ| ◦
Unk
∗).
Agora seja Vmk ⊆ F tal que T ([f ]) = [f¯ ◦ (ϕ|Vmk )]. Enta˜o
T (S([g])) = T ([g¯ ◦ (ψ|Unk )]) = [g¯ ◦ (ψ| ◦
Unk
∗) ◦ (ϕ|Vmk )] = [g¯|Vmk ] = [g].
Atrave´s dos mesmos argumentos mostramos que S ◦T ([f ]) = [f ], para toda [f ] ∈ H(KE); e portanto
T e´ um isomorfismo topolo´gico entre H(KE) e H(LF ).
(2) ⇒ (1) Seja T : H(KE) −→ H(LF ) um isomorfismo topolo´gico. Pelo mesmo argumento
utilizado na demonstrac¸a˜o de (2) ⇒ (1) do Teorema 4.1.1, para cada k ∈ N fixado existem mk ∈ N
e um homomorfismo cont´ınuo Tk tal que o seguinte diagrama e´ comutativo.




Como E ′′ e´ do tipo Tsirelson-James, segue que E e´ do tipo Tsirelson-James, pela Proposic¸a˜o








tal que Tk(f) = f¯ ◦ ϕk, para toda f ∈ Hb(Uk). Assim Tk(f) = Tk(f)|Vmk =
f¯ ◦ (ϕ|Vmk ), para toda f ∈ Hb(Uk).








, tal que o seguinte diagrama e´ comutativo,




onde Sk : Hb(Vmk) −→ Hb(Unk) e´ tal que Sk(g) = g¯ ◦ ψk, para toda g ∈ Hb(Vmk).
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Como T ◦ ik = imk ◦ Tk, aplicamos S nesta igualdade obtemos que ik = S ◦ imk ◦ Tk. Usando
que S ◦ imk = ink ◦ Sk temos que ik = ink ◦ Sk ◦ Tk. Em particular, para cada f ∈ E ′ ⊆ Hb(Uk)
segue que [f ] = [Sk(Tk(f))], e portanto pelo Princ´ıpio da Identidade [51, Proposic¸a˜o 5.7] temos que




. Ou seja, f¯ = Tk(f) ◦ ψk, e assim




, para todo f ∈ E ′. Desta forma, para cada z ∈
◦
Unk
∗ ⊂ E ′′, temos que







e´ a aplicac¸a˜o inclusa˜o.




. De fato, como E ′ ⊆ Hb(Uk), para cada k ∈ N,
segue que i1(f) = ik(f). Enta˜o T (i1(f)) = T (ik(f)) e portanto im1 ◦ T1(f) = imk ◦ Tk(f), isto e´,



















Afirmac¸a˜o 2: T depende apenas de ϕ1. Seja [f ] ∈ H(KE). Enta˜o f ∈ Hb(Uk), para algum
k ∈ N. Pela Afirmac¸a˜o 1 temos que T ([f ]) = [f ◦ ϕk|Vmk ] = [f ◦ ϕ1|Vmk ]. Pelos mesmos argumentos
temos que S depende somente de ψ1.
Afirmac¸a˜o 3: ϕ1(L) ⊆ K. Como efeito, como L ⊂ Vmk , para todo k ∈ N, segue da Afirmac¸a˜o




= K + BE′′(0,
1
nk
), para todo k ∈ N, onde a u´ltima igualdade segue
do Lema 1.2.10. Como K e´ fechado, segue que ϕ1(L) ⊆ K. Pelos mesmos argumentos temos que
ψ1(K) ⊆ L.
Para cada g ∈ F ′ ⊂ Hb(Vm1), temos pela Afirmac¸a˜o 2 que S([g]) = [g¯ ◦ (ψ1|Un1 )]. Como f =
g¯ ◦ (ψ1|Un1 ) ∈ Hb(Un1), segue que [g] = T ◦ S([g]) = [f¯ ◦ (ϕ1|Vmn1 )]. Do Princ´ıpio da Identidade [51,
Proposic¸a˜o 5.7] conclu´ımos que
f¯ ◦ (ϕ1|Vmn1 ) = g em Vmn1 .





g¯ ◦ ψ1 ◦ ϕ1 = g em Vmn1 .
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(ψ1 ◦ ϕ1)(w)(g) = w(g), para todo g ∈ F ′,









, tambe´m vale que ϕ1 ◦ ψ1 : A −→ A e´ a aplicac¸a˜o identidade. Finalmente se definimos ϕ =
ϕ1|B : B −→ A e ψ = ψ1|A : A −→ B, temos que ψ = ϕ−1 e pela Afirmac¸a˜o 3 que ϕ(L) = K, o que
mostra que KE′′ e LF ′′ sa˜o biholomorficamente equivalentes.
O Teorema 4.2.2 foi obtido durante uma visita ao Departamento de Ana´lisis Matema´tico da
Universidad de Valencia, e gostar´ıamos de agradecer a este Departamento a sua ama´vel hospitalidade.
O pro´ximo teorema mostra que, sob certas hipo´teses, as a´lgebras H(KE) e H(KE′′) sa˜o topologi-
camente isomorfas, ou seja, do ponto de vista alge´brico e topolo´gico, H(KE) e H(KE′′) sa˜o o mesmo
conjunto.
Teorema 4.2.6. Sejam E um espac¸o de Banach tal que E ′′ e´ do tipo Tsirelson-James e K um subcon-
junto compacto convexo e equilibrado de E. Enta˜o as a´lgebras H(KE) e H(KE′′) sa˜o topologicamente
isomorfas.
Demonstrac¸a˜o: Vamos construir um isomorfismo topolo´gico T : H(KE) −→ H(KE′′). Para









= K + BE′′(0,
1
n




e assim [f¯ ] ∈ H(KE′′). Desta forma definimos
T ([f ]) = [f¯ ], para cada [f ] ∈ H(KE).
Se [f1], [f2] ∈ H(KE) sa˜o tais que [f1] = [f2], enta˜o existe um aberto convexo e equilibrado U ⊆ E




. Portanto [f1] = [f2], ou seja
T ([f1]) = T ([f2]), e assim T esta´ bem definida.
T e´ linear e multiplicativa pois T e´ a composta do operador inclusa˜o f ∈ H∞(U) 7−→ [f ] ∈ H(KE)
com o isomorfismo AB : H∞(U) −→ H∞( ◦U∗) do Teorema 4.2.3.
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Sejam [f ] ∈ H(KE) e U ⊆ E um aberto convexo e equilibrado contendo K tal que f ∈ H∞(U).




e´ convexo, segue do Princ´ıpio da Identidade [51, Proposic¸a˜o
5.7] que f¯ = 0 e portanto f = f¯ |U = 0, e assim temos que T e´ injetiva.
Para mostrar que T e´ sobrejetiva, seja [g] ∈ H(KE′′). Pelo Lema 1.5.1, existe U ⊆ E um aberto
convexo e equilibrado contendo K tal que g ∈ H∞( ◦U∗). Seja f = g|U e considere f¯ ∈ H∞( ◦U∗).
Como E ′′ e´ do tipo Tsirelson-James, segue da Proposic¸a˜o 1.3.2 que E e´ do tipo Tsirelson-James.
Agora temos pela Proposic¸a˜o 4.2.5 que f¯ = g e assim T ([f ]) = [f¯ ] = [g], provando que T e´ sobrejetiva.
Assim temos definida a inversa de T . Com efeito, sejam [g] ∈ H(KE′′) e U ⊆ E um aberto
convexo e equilibrado contendo K tal que g ∈ H∞( ◦U∗). Enta˜o T−1([g]) = [g|U ].
Seja U ⊆ E um aberto convexo e equilibrado contendo K. Enta˜o pela definic¸a˜o de T , temos que




H∞(U) AB−−−→ H∞( ◦U∗)
onde i e j denotam as incluso˜es canoˆnicas. Agora como AB e´ cont´ınua, segue que T e´ cont´ınua. De




) em H∞(U), enta˜o e´ claro





H∞( ◦U∗) R−−−→ H∞(U)
Portanto T−1 e´ cont´ınua e assim as a´lgebras H(KE) e H(KE′′) sa˜o topologicamente isomorfas.
Dos Teoremas 4.1.1 e 4.2.2 temos o seguinte corola´rio.
Corola´rio 4.2.7. Sejam E e F espac¸os de Banach tais que E ′′ e F ′′ sa˜o do tipo Tsirelson-James,
K e L subconjuntos compactos convexos e equilibrados de E e F , respectivamente. Se KE e LF sa˜o
biholomorficamente equivalentes enta˜o KE′′ e LF ′′ sa˜o biholomorficamente equivalentes.
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Demonstrac¸a˜o: Se KE e LF sa˜o biholomorficamente equivalentes enta˜o sempre vale que H(KE)
e H(LF ) sa˜o topologicamente isomorfos (veja demonstrac¸a˜o de (1) ⇒ (2) do Teorema 4.1.1). Apli-
cando o Teorema 4.2.2, temos que KE′′ e LF ′′ sa˜o biholomorficamente equivalentes.
Na˜o sabemos se vale a rec´ıproca do Corola´rio 4.2.7, ou caso contra´rio, se existe algum exemplo
mostrando que tal rec´ıproca e´ falsa.
Se E ′′ na˜o e´ do tipo Tsirelson-James, enta˜o temos um resultado mais fraco com relac¸a˜o ao Teorema
4.2.6.
Teorema 4.2.8. Sejam E um espac¸o de Banach e K um subconjunto compacto, convexo e equilibrado
de E. Enta˜o H(KE) e´ topologicamente isomorfo a um subespac¸o complementado de H(KE′′).
Demonstrac¸a˜o: Considere T : H(KE) −→ H(KE′′) definida no Teorema 4.2.6, e observe que
T e´ linear, injetiva e cont´ınua. Vamos construir S : H(KE′′) −→ H(KE) da seguinte forma. Dada
[g] ∈ H(KE′′). Pelo Lema 1.5.1, existe U ⊆ E um aberto convexo e equilibrado contendo K tal que
g ∈ H∞( ◦U∗). Enta˜o definimos S([g]) = [g|U ].
Sejam [g1], [g2] ∈ H(KE′′) tais que [g1] = [g2]. Pelo Lema 1.5.1, existem U1 e U2 subconjuntos
















um subconjunto aberto de E ′′ tal que g1 = g2 em A. Enta˜o g1 = g2 em
A ∩ U1 ∩ U2 ⊆ E e consequentemente pelo Princ´ıpio de Identidade [51, Proposic¸a˜o 5.7] temos que
g1 = g2 em U1 ∩ U2. Portanto
[g1|U1 ] = [g1|U1∩U2 ] = [g2|U1∩U2 ] = [g2|U2 ],
ou seja S([g1]) = S([g2]) e assim S esta´ bem definida.
Para mostrar que S e´ linear, sejam [g1], [g2] ∈ H(KE′′) e os abertos constru´ıdos acima. Enta˜o
S([g1 + g2]) = [(g1 + g2)|U1∩U2 ] = [g1|U1∩U2 ] + [g2|U1∩U2 ] = [g1|U1 ] + [g2|U2 ] = S([g1]) + S([g2]).
De maneira ana´loga mostramos que S(λ[g]) = λS([g]), para todos λ ∈ C e [g] ∈ H(KE′′), e tambe´m
que S e´ multiplicativa. Por fim, e´ claro que S e´ cont´ınua, uma vez que e´ a composta do operador
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inclusa˜oH∞( ◦U∗) ↪→ H(KE′′) com o operador restric¸a˜o R : H∞( ◦U∗) −→ H∞(U) definido no Teorema
anterior, para todo aberto U convexo e equilibrado que conte´m K. Agora
S ◦ T ([f ]) = S([f¯ ]) = [f¯ |U ] = [f ].
Ou seja S ◦ T : H(KE) −→ H(KE) e´ a identidade e portanto segue o teorema.
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